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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
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����� A��� �������

��(�	&���� ��������%��

�� ������ ����� ����	&(����&�0 ��� �����	�
�� �	��?


��� ����
�
������ ��������� ����������
�
������ ������������* ��0�
�����*
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�����
������ ��M������* ����
�����"B ��� ���	�����
�� ���������� ��(��,�
?


�� ����
�
����� ������B � �
��
�� ���%���� ��� ���������
�� ������ �������
�?

���� ����
��� � ������ �����	�
�0 �����
��� ��(���

Ниже сформулированы результаты и положения, выносимые на

защиту:

4� ��(������
� (���
� �����	�
�0 �� �����
�� ��0(� 
�	�
��
�� ����
�
�?

���� ��������* ��
����� ������� ����������0 ����
�
�0�� C����
�� ������� ��?

���  �����	������0* 
�� �����%� ��
���
����� A
����� ������� �	�(�� � 
��������

�����0

�� �����
�	&
�� �����%� � 
� ������� �������-� 
���
���	������� ����?


�
�

�� ��(��,�
�0�  ���	���

�� (���
� �����	�
�0 ��(��	0-� ���������& ��?

����� �( ����(��	&
��� 
�
�	&
��� �����0
�0 � (���

�� �����
�	&
�� �����0
��

(� ��
�

�� ����0 ��� ����,� ����
�
�

�� �� ����	- ����,�

�� ��	� . ���?

����

�� �	�������� ����	&(����0 ���0 �������(�%�� ������� 
� �0� ���������

������� ���0���* � �	0 �����	�
�0 ������ �( ��������� �����
0���0 ������� ���?

���� 6�
� �%�
�� ������ ��	
��� �����
� �����
�0 ������� � ���(�
� ������� ��

���
&��
�0�  ���	���

�� �	������� ����������
� �	0 ���	�����
�0 �������?

��� ��(��,�

�� ����
�
����� ������� E$$�����
���& �	�������� �������
����?

����
� 
� ������� 
��	�

��� ����	�����
�0 ��
����� ��
���	0%��

��� ������

� ���(��

��� ��
���	0�����

2� 6�
� ��(����� ������ �������(�%�� �	0 �������
�0 �����	�
�0 
�	�
��
�?

�� 	����
������ ��������� � �	�
��* ����� 
��	� �����	0-,�� ����,�

�� ��	

��
&�� 
��	� �����
�� ������� �������� .������0 � ���������
�� ������� �	�����


�	�
��
�� $�
�%�� ����,�

�� ������
��* 
��	� $�
�%�� ���
� 
��	� �����	0?

-,�� ����,�

�� ��	� L�	& �����	�
�0 @ ������
�� ������� (� ��
�

�� ����0


� �����
�	&
�� �
�������* (���

�� �
��������� ����
0 �����

�� $�
�%��*

���
�� ��������0* 
���� �����
�� � �����
�	&
�� ����
� ���������	� ���	& �
�?

����� ����
0� ��(������

�� ����� ����	&(���
 �	0 �������
�0 �����	�
�0 �� ��?

���
�� ��0(�* ������� ������
����� �����
���
�� ����
��� ��0�
��� � ������
��

��� � ������
���& ����
��� ��	���
�0 ���
�����0 � ��	�� �������&-� ������������?


���& �	������� ������ ��������
���� ����(�
�* � ����� ����������
� 
��	�

��

����	�����
��� �����	0���� �����
�� ����
��� ��0�
��� � A��������
����

K�  ������
 � ����	&
� ���	�����
 ������	&
�� �� �������������- ��
��(

�����	�
�0 � (���
�� �����
���
�0 � ����
�0 ��	���
�� 
�	�
��
��� ��0�
����

!�0�
�� �����	0���0 ����
��� ��	 ��
�����	&
� ��
�� �������� .���
��� � 
��?


��� ��	���
�0� ���
�����0 ������������� �����
�

�� �
������� �����
�	&
��

��
�� � $�(���� �������
����� ����
�� ������	�

�� (���
 ��
���
� 
� ���
%���

��������� � ��	-
��� � ���0 �
�	���
����� ���	�����
�� � �����
�%�� � 
��	�
?


��� ���
������ . ��(�	&����* �	0 ��(	�

�� (
�
�
�� ��������� ��������	&
�
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����������� �����	0-,��� ����
��" �������
� ������ �����	-
�
�� � ��������?

-,�� ������* ����
�
���-,�� ��	���� � $�(���� �������
����* ������� �������?

����-� ��(
�� (
�
�
�0� ��	��
��� ������	&
��� �����	�
�0�

7� ���	�����
� (���
� �������������0 �	0 
�	�
��
�� ����
�
����� �������

� ��
�� �����
&- �������� :������ ��������� ��
����� �
��%��

��� ��M���� ���

��������� ����
�
�

�� �� ����	- �����	0-,�� ��	�* ������0 ������ 	�
��
�* �

��(��,�-,�� ��	�* �������
����� �� ������
���� H����
�	&
�� �
������� ����?

����	0�� ����� ��
�� 
� ��� ���%��� $�(���� �	�������* ���
�� ������0
�� �����

����0 �����
��� ��
���� ���
� ������� ��(��,�-,�� ��	� �� ������
���� ���?

��
� �%�
�� �	0 ���	����� �����	�
�0* ��� ������� �����	�
�� ����� 
����	��

������- ���������' 
��	� �����	-
�
�� 
� ��	�� ��
����

Апробация работы

��(�	&���� ��������%�� ���	�����	��& � �������	��& 
� ����
����'

@ �
�����
�0 ���������� �������� 
��� �
������� ����	�� ����
��� ���

�� �� ��	�
����� ��� �����
�� ;H����0 �����	�
�0 � ��
����� ������<*

����������	& ����
��� @ �������� ��� /� C� G��
���&��"B

@ ���

�)���	�������	&����� �
������� ����
��� !N� ��� !� .� C���
�����

�����
�� ��� �� �� ��	�
����� �� ����	��
�� ����
��� � �����	�
�-* ��?

��������	� ����
��� @ ���$����� .� .� �	����
����* ���$����� �� N� !��?

��
�
��* ���$����� �� ��  ����
����"B

@ �
�����
�0 ���������� �������� 
��� �
������� ���������� � ����
���

���	&����� ����	�
�0 ��� �����
�� ����	� ��
���
����� ������* ��������?

��	& ����
��� @ 
	�
)��������
��
� ��� .� �� ������"B

@ �
�����
�0 ���������� �������� 
��� �
������� ����	�� �����	�
�0 ���

.� �� H����(
����� ��� �����
�� �� ������ ��������
������ �����	�
�0 �

������(�%��* ����������	& ����
��� @ ���$����� D� H�  �	0�"B

@ ��
��
����� �
���������� �A��
������ � �����
������* �� ��
��
* +���� ���?

��
�� � �
������� ���	�����
�� �����%��

�� ���
���* ����������	& ����?


��� @ ���$����� L(����� .�
"

� 
� ��
$���
%�0�'

@ OPQRSPTQUVPTW XVPYRSRPZR VP OPYVS[TQUZ\ TP] XVPQSVW* ^Q�)_RQRS\`aSb* 488cB

@ 7Qd OefX gVPWUPRTS XVPQSVW ^h\QR[\ iR\UbP ^h[jV\Ua[* kP\ZdR]R* gRQdRSWTP]\*

488lB
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@ 7Qd kX_i XVPYRSRPZR VP f]mTPZR] nV`VQUZ\* OPQRWWUbRPQ faQV[TQUVP TP] fZQUmR

^h\QR[\* oV\ZVp* 488lB

@ 7Qd kqnrokXs gVPWUPRTS r\ZUWWTQUVP\ XVPYRSRPZR* oV\ZVp* 2332B

@ OO !��������0 ��
$���
%�0 ;6������(�%��

�� ������ � ��������
�����

����	�����
�� � �
$��������<* !�����* 2337B

@ 5Qd kqnrokXs gVPWUPRTS r\ZUWWTQUVP\ XVPYRSRPZR* kUP]dVmRP* gRQdRSWTP]\* 2335B

@ 49Qd OefX tVSW] XVPbSR\\* _STbaR* XuRZd nRja`WUZ* 2335B

@ 5Qd ^pR]U\d)na\\UTP XVPQSVW XVPYRSRPZR* vaP]* ^pR]RP* 2339B

@ wxOO* wxOOO* wOw +������� ���

�� ��������
����� ���	�)�����(���� ��

�������	&
�� � A��	-%��

�� (���
��* :��������	&* �����
�* 2339* 233c*

233lB

@ Ow!����
����
�0 G��������0 ��
$���
%�0 ;�
�	���
����0 ����
���* �����?


�����& � �����	�
�� �����
���<* �������* 233cB

@ ydR kXXrof^ ydR[TQUZ XVPYRSRPZR VP oaWQU`V]h ihPT[UZ\* oUWTP* OQTWh* 233cB

@ 47Qd OPQRSPTQUVPTW tVSz\dVj VP ihPT[UZ\ { XVPQSVW* oV\ZVp@|mRPUbVSV]* 233cB

@ 9Qd kqnrokXs gVPWUPRTS r\ZUWWTQUVP\ XVPYRSRPZR* ^Q�)_RQRS\`aSb* 233lB

@ 9Qd xURPPT XVPYRSRPZR VP oTQdR[TQUZTW oV]RWWUPb* xURPPT* fa\QSUT* 2338B

@ !����
����
�0 ��
$���
%�0 ;�����	&
�� ����	��� ������ �����
������ �

�����	�
�0<* =������
����* 2338�

!����� �����	�
�0* ��
���

�� 
� �������(�%��* ��������
� 
� �	��
�� ��?

�����

�� ������� � ��$�%���� �����	0-,�� ����������� 6	0 A��������
�� ��	

�����
 ���(��

�� ��0�
��* ��(��

�� � #���	� ���������� � �������
��� H��
�?


������ �
���������� �� C��(&*  �	&�� �����������	& ����	� ���$����� >
 �����?

%���
"�

Публикации

!������	� ��������%�� ����	�����
� � 2K 
��

�� ������* ������ �������

�������
 � ��
%� ������$������ #�
��
�� ��(�	&���� ��������%�� ������
� � ����

��
����$�0� � � 43 ���	���%�0� � ����,�� ���
�	��* ������	�

�� .����� ��?

�����%��

�� ��������� !�
���
���� �/ �	0 ���	���%�� 
��

�� ��(�	&�����

��������%���
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Личный вклад автора

.�� ��(�	&����* ��������	�

�� � ��������%��

�� ������* ��	�
�
� �������

	�

� �	� � ����������� ��� ��� 
�����������

�� �
������

Структура и объем диссертации

6�������%�0 ������� �( �����
�0* ��(��� 	���������* �0�� �	�� � ������ 	�?

��������� #�,�� ��M�� ������ @ 273 ����
�%* ��	-
�0 9K ����
�� � c ���	�%�

D��	�����$�0 �������� 498 
����
���
���

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

.� �����
�� �$����	�����
� %�	& �������

�� ���	�����
��* ����
��������0

�����	&
���& ���� ��������%��* ������ �(	���
� ��
��
�� ��(�	&����* ���(�
� ��


��

�0 � ������
����0 (
�
�����&� :$����	�����
� ��(�	&����* ��
������ 
�

(�,���� . ��(��� 	��������� �������-��0 ���	���%�� ������ �������* ��
��0,�?

��0 � ���� ��������%���

Глава 1. Синтез управления в нелинейной лагранжевой
системе на основе декомпозиции

. ������ �	��� ��������������0 
�	�
��
�0 �����	0���0 �������* ��
�����

������� ����������0 ����
�
�0�� C����
�� �4" ��� ����
�
�
�0� 
� �����	0-?

,�� ����,�

�� ��	� �2"�  �����	������0* 
�� ��� ���
�� ����,�

�� ��	� Qi

��������	0-��0 � ���� ����� ����
�
�

�� ����,�

�� ��	 Gi* |Gi| � G0
i < U0

i *

� ����,�

�� ��	 Fi* ������� �������

� ��	� ��� ��	�� �������0� � ����	����?

�0-� ����
�
�
�0� |Fi| � F 0 �| �q|�* ��� F 0�ν� @ 
�������0 ��
���

� ��(�����-,�0


�������
�0 $�
�%�0* ������	�

�0 ��� ν � 
 � ����0* 
�� F 0�
� � 
� H�

��

��� $�
�%�� Gi�q, �q, t�* Fi�q, �q, t� ����� ���& 
��(�����
� #�	���& D* � ������� ��?

��� ����������& �����
�0 ��������������� �������* (���
� � ���� 
�(��������

����
�
�
�� 
� ������
��� qi' D � {q � q−i � qi � q+
i }�  �����	������0* 
��

�����%� ��
���
����� A
����� A�q� �	�(�� � 
�������� �����
�	&
�� �����%� J �

��	�����	&
��� �����0

��� �����
�	&
��� A	���
���� Ji* ��� 
�� �	0 	-����

n)���
��� ������� z ����	
�
� 
�����
����

|�A�q�− J�z| � μ|z|, μ > 
, ∀q ∈ D. �5"

1���& μ @ �������

� ��	�� ��������* ��(���
�� (
�
�
�0 �������� ���(�
� 
�?

��� +���� ����* ������	������0* 
�� |∂ajk/∂qi| � C* C � �
��� > 
* i, j, k � �, . . . , n�
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6	0 ������� �4" �������0 �	���-,�0 (���
� �����	�
�0�

������ �� ��������� 	
�����
�� �
�������
� �����

 Ui�qi, �qi�� �	�	��� ��	����

��	���� ���	������ 	����
���
�� �� 
 	���
��
���� 
����	� �
����� �! 
"

���	�	�	�	 �������	�	 �	��	��
�

q�
� � q0, �q�
� � �q0, q0 ∈ D �9"

� "�����	� �	����	� �	��	��
� 
	�	�

q�τ� � q∗, �q�τ� � 
, q∗ ∈ D. �c"

#���� 
�	����� �
������
� τ �	����	 
 �� �
��
������$ %�" 	����
���
� 	���	��


��������& �	���� ������
 
�
��� ������ ����$

:������ �4" ��������	0���0 � A�����	�
�
�� ����

Ji�qi � Ui � Vi, i � �, . . . , n, �l"

��� Vi ��	-
�-� ��� 
�	�
��
�� �	�������* �* ����� ����* (����0� �� �����	0-,��

� ���
�� ����,�

�� ��	�

=�	� ������	����&* 
�� ���-� ����� 
�����
���� |Vi| � ρiU
0
i * ρi < �* ��� ρi @


�������� �����0

��* �� $�
�%�� Vi ���
� ������������& � �l" ��� 
�(�����?

��� ����
�
�

�� ��(��,�
�0* 
� ���������0,�� ���������� (
�
�
�� �����	�?


��� H���� �����
�0 
�	�
��
�0 ������� ����������0 
� n 	�
��
�� ��������� �i)0

���������� ����������0 i)� ����
�
��� �l""* ��������

�� ��(��,�
�0� � ��
��

�����
&- ������� �����0� H���� ����(��* ����
�� 1���
� 4 �������0 � ����
�-

n ��	�� ������� (���
 �����	�
�0 �	0 ��������� ������� ���0����

:��	0�
�� �����	�
�� Ui* �������0,�� i)- ���������� �l" (� ��
�

�� ����0 �(

����(��	&
��� 
�
�	&
��� �����0
�0 �q0
i , �q

0
i � � ��
�

�� �����0
�� �q∗i , 
� ��� 	-���

���������� ��(��,�
�� Vi* (������0 � $���� ��
��(�

Ui �

⎧⎪⎨
⎪⎩

−U0
i ����� �qi − ψ∗

i �, �qi �� ψ∗
i �

−U0
i ���� �qi, �qi � ψ∗

i �

ψ∗
i �qi� � − �	Xi|qi − q∗i |�1/2

�����qi − q∗i �.

�8"

1���& Xi @ ��	�����	&
�� �������� �����	�
�0* ��0(�

�� � ��
���
��� ρi ��?

��
���
��� Xi � U0
i �� − ρi�J

−1
i ���
����
�� (
�
�
�� Xi 
��(����
�* �����	&��


��(����
� �����0

�0 ρi"� ���(�

�� �����	�
�� 0�	0���0 ������	&
�� �� ����?

���������- �����	�
��� � ������� (���
�* � ������� Ui � Vi �����������-��0 ���

�����	�
�0 ���� ������� I2J� E�� �����	�
�� ��	��
� � ���
����� ���� �����	&
�
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q̇i

ψ+
i (qi)

ψ∗
i (qi)

(q0
i , q̇

0
i )

q−i (q∗i , 0) q+
i

qi

ψ−
i (qi)

Рис. 1. Множество Ωi и кривая переключений

���������� (
�
�
�0' Ui � ±U0
i � +����0 �����	-
�
�� �qi � ψ∗

i �qi� ������� �( ����

������	�
����� ������* ������� ��������

� ��
�����	&
� ��
�� �q∗i , 
�� �� ���� 4
�(������
� 
�������0 ��(���
�0 $�(���0 ���������0 ���������� �l"� :���	����

���(�
� 
�����	�
�� ����� �����
� t�

 ���	��� (��	-
����0 � ���* 
���� 
���� ����� (
�
�
�0 ���������� Xi �

����
�
�
�0 
� 
�
�	&
�� ��������* ��� ������� ������	���
�� �� ����
�
�

�?

��� $�
�%�� Vi ���������	&
� ����	
0���0�

. ������
�� $�(���� �������
���� i)� ���������� �������0 � ���������
��

�
������� �i ����� 4"' �i � {�qi, �qi� � q−i � qi � q+
i , ψ−

i � �qi � ψ+
i }, ψ−

i �qi� �

ψ∗
i �qi�q

∗
i −q−i �, ψ+

i �qi� � ψ∗
i �qi�q

∗
i −q+

i �.  �� ��	���� �q0
i , �q

0
i � ∈ �i ����(����
� �%�
��

�������	&
�� (
�
�
�� ��(��,�
�� Vi � ��	�
�
� 
�	�
��
�0 ������� 
�����
���*

������0 (����� �
������� ���������� ���������� �����	�
�0 Xi

JiXi �

(
� �

μn1/2

Jmin − μ

)
�S0 � U0

i −G0
i −

μ

Jmin − μ

⎡
⎣∑

j

�U0
j �G0

j�
2

⎤
⎦

1/2

. �43"

1���& Jmin @ 
����
&��0 �( ��	�
�
 JiB ��	�����	&
�0 ��	�
�
� �S0 (������ �� Xi*

i � �, . . . , n ����� ����(��* 
�� �S0 → 
 ��� Xi → 
�

=�	� �������� μ �������

� ��	* ��� 
�� ����	
�
� ��	����

μ <
���i�U

0
i −G0

i �Jmin

���i�U0
i −G0

i � � �
∑
j
�U0

j �G0
j�

2�1/2
, �44"

�� ������
�0 � ������ 
���0� 
�����
��� �43" ��	�����	&
��  �A���� ������ 
��?
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����0 ��	�����	&
�� (
�
�
�0 Xi* ��� ������� ����	
0-��0 
�����
���� �43"�

���(�
 ��
����
�� ������ ������ ���������� (
�
�
�� Xi* ����	�����0-,�� A���


�����
������

 �	�
�

�� ��(�	&���� �$����	�����
� � ���� ��������

��	
��� �� '���� ��
	����	 ���	�
� �!! $ �	��� �
���" �
������
� Ui�qi, �qi�� ���

(���
& )����� !� "������� �		��	(��
��
 �* � � �	�	��+ 
�������� Xi �	����

���
������ ���� ��	�� ��
	����
�� ����������� �!, $ -�	 �
������
� 
����	�
�

�
����� �! 
" �������	�	 �	��	��
� �. � "�����	� ����
�����	� �	��	��
� �/ �

���
 � ��������& �	���� ������
 ��
	����	 ���	�
� �q0
i , �q

0
i � ∈ �i$ '�
 0�	� ����

���	�
� �qi�t�, �qi�t�� ���
� � 	�����
 �i� � ����� 
�	����� �
������
� τ �	����	$

#����� �
���
�� ���	�
� ���������
�- �	�
�0* ����� � 
�
�	&
�� �����0
��

�������� ���
� 
�	-�  ���	���
� 
�(
�
���	&
�0 ����$���%�0 (���
� �����	�?


�0 �8" �	0 ����* 
���� ���
&���& ����
������

�- �%�
�� �����
� �����	�
�0�

H���� � ������ �	��� ����� �������(�%�� ����������
�
 
� (���
� �� ���	���?

��
�� ���������� ��(��,�

�� ����
�
����� �������� ���������
� �����	0���0

��	���
��
�0 ����
�
����0 ������� ��,��� ���� � ������	���
��* 
�� �����	0?

-,�� ��	� ����
�
�
� � ������� ���������� �������� 
���
���	������� ��	�?

��� ��(��,�
��* ���	�
0-,�� �� �� (���

�� 
���
�	&
�� ���������� �����
�0�

 ���	���
 (���
 �����	�
�0 �� �����
�� ��0(�* ������� ������� ������� 
� 
�?

��
�	&
�- ���������- (� ��
�

�� ����0 � ���������� �� 
� A��� �����������

. ��
����� �������� ���	���
�0 ��(������

�� ������� �������
� (���
�

�����	�
�0 �����
��� ��
���	0%��

�� ������� � 
����	&���� �����
0�� �����?

���  �� A��� ���������
� ��� 
���� ����
�
����� ����	� ��
���	0�����* � ��?

����� ��������-��0 �����	0-,�� ����
�� �������	��* ��� � ��
���	0���� �

A	���������
�
������ ���������* � ������� ���
���-��0 �� �
���
�� ���%��?

�� � A	�����
����� %��0�� �����
� �
������� (
�
�
�� ��������

�� 
���	 ��?

��������* ��� ������� ���,������ ����	���

�� ������ �����	�
�0� �	�������

���
��� �����	�
�0 �		-������-��0 
� ������� ����(��

��� �
��������$
���

������)��
���	0����� +���� ����* ���������
� ����,�

�0 ����	& ����
�
������

���(��

��� ��
���	0���� � ��(��������
��� ���������� ���(�
� ����
�
�
�0 
�

��������� ������� � (
�
�
�0 ��	�� ����� (��
&0�� ��� 
�
�	&
�� � ��
�

��

��
$�����%�0�* ��� ������� ���,������� �� �������(�%�0 � ��	
���&- �����
0?

���0 ��
���
����� �(�����	�0
�� ����� �����
0�� �������� �	������� ���
���

�����	�
�0 �		-������-��0 
� ������� ������� ���� ������� ��	* ����	���-,��

�����
�0 ���� ��
���	0%��

��� ������ � ����(�
��	&
�� �	��������
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Глава 2. Метод декомпозиции в задаче управления лагранжевой
системой с дефицитом управляющих параметров

.� ������ �	��� ��	�
�
� ����,�
�� ������ �������(�%�� 
� �	�
�� �������

�4" � ��$�%���� �����	0-,�� ����������� ���������
� �����%�0* ����� ��	&��

������ m �m < n� �����
�
� �����	0-,��� ������� U � �U1, . . . , Un� ����� ���&


�
�	������ . A��� �	�
�� �����	0-,�� ������ � ����
�
�
�0 �2" ����������� �

����

U � �U1, . . . , Um, 
, . . . , 
�� |Ui| � U0
i , i � �, . . . ,m, �42"

��� U0
i @ (���

�� �����0

��� �� ���
�� ����,�

�� ��	� ����� 
��	��������0

����
�
�
�� |Qi| � Q0
i * i � �, . . . , n* ��� Q0

i > 
 @ (���

�� �����0

���

��
�	&
�� �����0
�� ������� �4" (���
�'

q�
� � q0, �q�
� � �q0. �4K"

.������0 ���(
�
�
�� L�q�* ��� L @ �	����0 m)���
�0 ������)$�
�%�0* (����0,�0

�� q� . A��� �	�
�� �L � B�q� �q* ��� B @ �����%� ��(���� m × n � A	���
����

Bij � ∂Li/∂qj� H����
�	&
�� �
������� q, �q ������	0���0 �����
��� ������� �4"

���	& �
������ ����
0 $�
�%�� Li�q� �i � �, . . . ,m"'

L�q� � x∗ � �
���, B�q� �q � 
. �47"

 �� 
�������� ����	
���	&
�� ����,�-,�� ������	���
�0� ��
�����	&
� ���?

��%� ��
���
����� A
����� A � $�
�%�� Li* �$����	�����

�� 
���* ���������?

�����0 �	���-,�0 (���
� �����	�
�0�

������ �� ��������� 
	���	
�� �
������
� 
	 	�����	& ���"
 U�q, �q�� ��	����

��	������ 	����
���
� �!� 
 
����	����� �
����� �! 
" �	��	��
� �!1 ��

����
�����	� ��	�����	 �!2 � ��� x∗ 3 "������& 
	��	����& m4�����& ����	�$

#���� 
�	����� �
������
� τ �	����	 
 �� �
��
������$ %�" 	����
���
� 	���	��


��������& �	���� ������
 
�
��� ������ ����$

 �����	������0* 
�� |∂ajk/∂qi| � c*
∣∣∂2Li/∂qj∂qk

∣∣ � c1* ��� c � c1 @ 
��������

�����0

��� :
������0* 
�� �������

�� 
��	� �����%� A�q� ��� ���� q 	���� 
�

����(�� �a∗, a∗� �
 < a∗ � a∗"� !����%� A � B ��������	�
� � �	�

�� ����

A �

[
A1

�AT

�A A2

]
, B �

[
B1

�B
]
. �45"
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��� A1 � B1 @ �����%� ��(���� m × m� 1���� ����0��0 ���(
�
�
�0 C � BA−1*

D � B1 − �BA−1
2

�A�  �����	������0* 
�� 
���� �����%� C ����
�
�
� ��� ���� q

‖C‖ � c∗. �49"

!����%� C ��������	�
� � �	�

�� ���� C �
[
C1

�C
]
* ��� C1 @ �����%� ��(����

m×m� :
������0* 
�� C1 � D @ 
������

�� ��� ���� q �����%� � �(����
� �%�
��

������ �	0 
��� �����������-,�� �����
�� �����% ��������	���� ��� ���� q"'

‖C−1
1 ‖ � c−1

∗ , ‖D−1‖ � d−1
∗ , �4c"

��� c∗ > 
* d∗ > 
 @ 
�������� �����0

���

. ��
����� ������� �$����	�����
� �������

�� ��	���0 �� ���� ����
�
�
��


� �����%� B"* ��� ������� ����	
�
� ��������� ����
�
�
�0 �49" � �4c"� ��	����

�49" ����	
�
�* ��	� 
���� �����%� B ����
�
�
�� ��	���� �4c" ����	
�
�* ��	�


���� �����%� �B �������

� ��	��  ������
� �����������-,�0 	�����

6	0 ����
�0 1���
� 2 �������0 m)���
�� ������ x ����������	&
�� ������?


�� ���* 
��

x � L�q�, �x � B�q� �q. �4l"

�( ����
��� �4l" � �4" �	����� ����
�
��* �������-,�� ��
����� ������� x

�x � u� v, �48"

��� �����
� ���(
�
�
�0

u � CU, v � CS �
n∑

j,k=1

∂2L

∂qj∂qk
�qj �qk,

S � �S1, . . . , Sn�, Si�q, �q, t� � Qi�q, �q, t�−
n∑

j,k=1

(
∂aij

∂qk
− �

	

∂ajk

∂qi

)
�qj �qk.

. ����������	&
�� ������� �48" m)���
�� ������ u ��������������0 ��� 
����

�����	0-,�� ������* m)���
�� ������ v @ ��� 
��(����
�� ��(��,�
��� :��	��
�

�4K"* �47"* �4l" ������� �48" ��������0 ��������� �( 
�
�	&
��� �����0
�0

x0 � L�q0�, �x0 � B�q0� �q0 �23"

� �����
�	&
�� �����0
��

x � x∗ � �
���, �x � 
. �24"

6	0 ���� 
���� �
���& �����
�� ����
�
�
�0 �42"* 
�	������� 
� �����
��

�����	�
�� U * 
��	�����-��0 �	���-,�� ����
�
�
�0 
� �����
�
�� 
����� �����?

	�
�0 u'

|ui| � u0, u0 � c∗m−1/2 ���
i
U0

i , i � �, . . . ,m. �22"
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 ����
� ������� �������,�� �	���* ��	����0 ������	���
�� � ���* 
�� ��

����0 �����
�0 ����	� �����
�
� ������� v ����� ����
�
�
� 
�������� �����?

0

�� v0' |vi| � v0* i � �, . . . , n* ���
�� ����	
�
� ��	���� u0 − v0 � X, ��� X > 
 @


�������0 �����0

�0* ���	���,�0 ������	�
�-� H���� ui � vi � i)� ����
�
�� �48"

���
� ������������& ��� �����	�
�0 ���� �������* ���
�� ��(���
���� �����?

	�
�0 ������� ���������0� ��(���
���� ��������  �� A��� ����������	&
�0 
�	�?


��
�0 ������� ����������0 
� m 	�
��
�� ��������� �i)0 ���������� ����������0

i)� ����
�
��� �48""* ��������

�� ��(��,�
�0� � ��
�� �����
&- ������� ���?

��0� H���� ����(��* ����
�� 1���
� 2 �������0 � ����
�- m ��	�� ������� (���


�����	�
�0 �	0 ��������� ������� ���0���� �����	�
�� (������0 � $���� ��
��(�

ui �

⎧⎪⎨
⎪⎩

−u0 ����� �xi − ψ∗
i �, �xi �� ψ∗

i �

−u0 ���� �xi, �xi � ψ∗
i �

ψ∗
i �xi� � ψ�xi − x∗i �, ψ�·� � −�	X| · |�1/2 �����·�.

�2K"

��
�	���� �����
�
�� �������� �����
��� �����	�
�0 (���-��0 ����
���
�0��

Ui � �C−1
1 u�i, i � �, . . . ,m, �27"

� ������� �����
�
�� ������� u (���-��0 ����
���
�0�� �2K"* �4l"� �������

�0

�����%� C1 ��	� �����
� ��
���

 ���	��� (��	-
����0 � ���* 
���� 
���� ����� (
�
�
�0 ��������� X � ����?


�
�
�0 
� 
�
�	&
�� �����0
�0* ��� ������� ������	���
�� �� ����
�
�

����

$�
�%�� vi ���������	&
� ����	
0���0�

. ������
�� $�(���� �������
���� i)�� ����
�
�0 �48" �������0 � �������?

��
�� �
������� ���������� 
�
�	&
�� �����0
�� �i ����� 2"* ����
� �������

���������(����0 �,� ��
�� 
��(����
��� ���������� h'

�i �
{
�xi, �xi� � −h � xi − x∗i � h,

−
√

	X�xi − x∗i � h� � �xi �
√

	X�h− xi � x∗i �
}
. �25"

 �	�
�
� $����	� �	0 ������
�� �q �����
�� �������* � �����- 
���& �������

�����	�
�� 0�
� 
� ������'

�q � E��x−R��FS2� S2 � �Sm+1, . . . , Sn�, E �

[
E1

E2

]
, F �

[
F1

F2

]
. �29"

1���& ������ S2 ����(���
 �( ���	��
�� n−m �����
�
� ������� S� D	�

�� ���?

��%� E � F �����0� �( �����% E1�q� � E2�q� ��(���� m×m � �n−m�×m � �����%
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0
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Рис. 2. Траектория xi(t), ẋi(t)

F1�q� � F2�q� ��(���� m × �n − m� � �n − m� × �n − m�* �����������

�� 6	0 
��

���-��0 ������
�0

E1 � D−1, E2 � −A−1
2

�AD−1,

F1 � −D−1 �BA−1
2 , F2 � A−1

2
�AD−1 �BA−1

2 � A−1
2 .

�2c"

����
�
�� �29" ����	&(���
� �	0 ��	�
�
�0 �%�
�� ����	0 �����,�
�0 �����?

�� ��������* � (���� � ��(��,�
�� �� ����0 �����
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1���& �����
� ���(
�
�
�0
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√
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Глава 3. Раскачивание двойного маятника
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�
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� �����	�
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�
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��	��
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C2 (��
� B2 
� ��������� � ��	���
��� ���
��� O2� :������ �����	0���0 ����
���

��	 M * ��(�������� � ���
��� O1�

����
�
�0 C����
��* �������-,�� �����
�� �������* ���-� ���

�m2l
2
1 � I1� �q1 �m2l1lg2 �
��q2 − q1� �q2 −m2l1lg2 ����q2 − q1� �q2

2 � M �G1 � v1,

m2l1lg2 �
��q2 − q1� �q1 � I2 �q2 �m2l1lg2 ����q2 − q1� �q2
1 � G2 � v2,

G1 � g�m1lg1 �m2l1� ��� q1, G2 � gm2lg2 ��� q2.

�K4"

1���& �����
� �	���-,�� ���(
�
�
�0' qi @ ���	 ����� ��0��� OiCi � �������	&?


�� ��&-B lgi @ �	�
� ����(�� OiCiB l1 @ �	�
� ����(�� O1O2B mi @ ����� (��
� BiB

Ii @ ����
� �
��%�� (��
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�����	&
� ��� ���
��� OiB Gi @ ����
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��� ��	�� �0����� � i)� ���
���B vi @ ����
�* ��(�������� ��(��,�-,��� ��	���

�
�������* ��	��� ���
�0" � i)� ���
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�� ������
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��	��������0 ����
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�0 �����0
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� �����	&
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���� ��(��,�
��
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Рис. 3. Двойной маятник
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�
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� 	������	��� ���+���	 
	�	���
� ����	���
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$

 �����	�

�0 (���
� �������0 � ������	���
�� � ���* 
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(
	 ��� x

β � �
� x

)
.

8	��"��������	 �	�	� ��	 ��
�
���� �	�����
& �	 ����� ������
���
� ����
�
�

������� 	��	���	 �� ����
"� ��&����	�	 
���	�	 
��������$

21



�����	�
�� �K8" ������
����� �������

�� ���	�
�
�� ���	����� �����
���?


�0 � ��������0 �����������& ��
$�����%�- ��0�
���* �����
00 ���	 x �����

(��
&0�� ���
�� �x� #�
��� ��	�
�
� �x ���	��
� �72" ��
0�� (
�� ��
���

� � ���?

��
���
�0�� ��0�
���* � ��

�� ��
������

� � ��	���� �������& �q1 ��� �������

(��
��  �A���� ���& ���%��� ��(��	0���0 
� 
�����-,���0 ������* 
� ������� x � �x

�������
�����

�� �����" �	� x �� �x ��������
�� �����"� .� ����0 ������
���?

��

��� ������ (��
&0 ��0�
��� �������0 ��� ���
�� %�	��� .� ����0 �������
���

������ ���	 ����� (��
&0�� ��0�
��� ��
0���0 
� ���������	��
��* ���
�� (�

��
�

�� ����0�  �� �������

� ��	�� (
�
�
�0� f ���� �����
���
�0 ��0�
���


���	��� �
�	�( ������� �
�����	� �7K" ����(�����* 
�� ���	����� ��	���
�� ���?

	�
������0 
� ������ ������ � ������
�����

�� ������� �����
�0� .	�0
��

������ � ������
�� ������� 
�(
�
���	&
�� . ��(�	&����* 
������� ����
�* �����

��0�
�� �������0 ��	�(� ����
��� ��	���
�0 ���
�����0 � �������

� ��	��� ���?

����0�� �����
�0 (��
&��� �
��� �	�����* �����
�0 ������� �K7"* �K5" �������0 �

������
���� ��	���
�0 ���
�����0 �Kl"�

 �������	�
� ��(�	&���� 
��	�

��� ����	�����
�0 � A��������
�� 
� ���	&?


�� ����	� ����
��� ��0�
���* ����������-,�� ������������
���& �	��������

Глава 4. Оптимальный по быстродействию синтез
управления в задачах раскачивания и гашения

колебаний нелинейного маятника

. 
�������� �	��� ��������������0 ��0�
��* ������� ����� ���,��&�0 ������

����(�
��	&
�� ��� � �����	0���0 ���	���

�� � 
��� ����
���* ����
�
�

��

�� ����	-� . ��(��(���
�� ������

�� ����
�
�0 �����
�0 ��0�
��� ���-� �	�?

��-,�� ���'

�x1 � x2, �x2 � − ��� x1 � ku, �77"

��� x1 @ ���	 ����� ��0�
���� � �������	&
�� ��&-* k @ ��
���
�� �������	&?


� ����������� �����	0-,��� ����
�� � �������	&
��� ����
�� ��	� �0������

#���
�
�
�� 
� ��(��(���
�� �����	�
�� u ����� ���& ��������	�
� ���'

|u�t�| � �. �75"

��
�	&
�� �����0
�0 �	0 ������� �77" ����(��	&
�

x1�
� � x0
1, x2�
� � x0

2, �79"

� �����
�	&
�� ��	���0 �����������-� ����
��� 
������
����� �� �	�
�� �����
�?

��
�0" �	� 
��
��� �����
����� �� �	�
�� ����
�0 ��	���
��" ��	���
�- ���
�?

22



����0
x1�T � � π � 	πn, x2�T � � 
 ������
���
��",

x1�T � � 	πn, x2�T � � 
 �����
�� ��	���
��",

�7c"

��� n @ ����(��	&
�� %�	�� 
��	��

1���
� �������������0 $����	������0 �	���-,�� ����(���

������ �� '�
 ��"�
���+ "�����
�+ k > 
 ��������� ��&�
 �
������
� � �	���

�
���"�� �	�	�	� ��	�����	���� 	����
���
� �26 
�
 ���+ t ∈ �
, T � 
 
����	�
�

�
����� �22 
" 
�	
"�	���	�	 �������	�	 �	��	��
� �2. � ����
�����	� �2/ "�

�
�
�����	 �	"�	��	� �����$

�( ���
%��� ��������� I4J �	�����* 
�� ������	&
�� �����	�
�� ���
�����

(
�
�
�0 u � ±�* � �	0 ����* 
���� ��	�
��& ��� � $���� ��
��(�* �������

� 
����

������ �����	-
�
�� � ��������-,�� ������ � �	������� x1x2* ����
�
���-,��

��	����* ��� u � �� � −��

+����� �����	-
�
�� �����0� �( ��
��* � ������� �����	�
�� u�t� �(��
0��

���� (
�� ��� �����
�� ���	& ������	&
�� ����������� ��������-,�� ������ ��?

��(���
� ������ ��
����* ��� ������	&
�� �����	�
�� ����� ���
0�&�0 	��� ��*

	��� −�* � ��� ������	&
�� ����������* 
�
�
�-,���0 � ������ �( A��� ��
��*

�������-� �����
�	&
��� �����0
�0 �7c" ���� ���
������ �	� ��(
�� n" (� ���
�?

����� ����0�

. �����
�� ��	0 ������	&
�� ���������� ��(
�%� ����� ������� �����	-?


�
�� � ��������-,��� ������� (��	-
����0 � ���* 
�� ������	&
�� ����������

����� ��	&�� ���������& � ��������-,�� ������* 
� 
� ����� ��������& 
� 
���

H���� ������	&
�� ���������� 
� ����� ��������& � ��������-,��� �������� .

�� �� ����0 $�(���0 ��
�� ������� ����� ��������& 
� �����- �����	-
�
��*

������&�0 ���	& 
�� �	� ���������& � 
���

. ������ �������
� 
��	�

� ��	0 ������	&
�� ���������� � �����������-?

,�� �����
� ��
��(� ������	&
��� �����	�
�0 �	0 (���
 �����
���
�0 � ����
�0

��	���
�� � ������� �����(�
� �(��
�
�0 ��������� k' k � 
.
!* 
.�* 
.	* 
.	!* 
.�!*


.�"* 
.��* 
.�* 
.�	* 
.��* 
.���* 
.!* 
."* 
."!* 
.#* 
.#!* 
.##* 
.#$* 
.�!* �* 	 � ������

�	�
��* k � 
.�* 
.�
!* 
.��* 
."	* 
."�* 
."!* 
.#!* 
.�* 
.�!* 
.$	* 
.$�* 
.$!* 
.$"* 
.$#*


.$$* �* �.
�* �.
�"* �.
�* �.
!* �.
#* �.
$ �� ������ �	�
���

6	0 �������* ��	� ������	&
�� ���������� ����(�
� 
� ���� 7 � �	�
�� �����?


���
�0 ��� k � 
.	 � 
� ���� 5 @ � �	�
�� ����
�0 ��	���
�� ��� k � 
.�� +�����

�����	-
�
�� � ��������-,�� ������ ���(
�
�
� ��
�� ��	����� � ��	�� ��	���?

�� 	�
�0��* �����������

�� #�����	&
�� ���������� �(������
� ��
���� 	�
�?

0��� :���	�� ����(���-� 
�����	�
�� ����� �����
� ���	& ����������� �� ���� 7

�(������
 �����
� $�(���� �	�������* ����
�
�

�� ������� �����	-
�
��* ���?

���0,��� 
���( ��
�� �x1 � −π, x2 � 
� � �x1 � π, x2 � 
�� �� ���� 5 �(������


�����
� $�(���� �	�������* ����
�
�

�� ��������-,��� �������* ������0,���

23



x1

x2

u = +1

u = −1

k = 0.2

0

0

1

1

−1

−1

2

2

−2

−2 3−3

Рис. 4. Оптимальный по быстродействию синтез в случае раскачивания при k = 0.2.
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Рис. 5. Оптимальный по быстродействию синтез в случае гашения колебаний при k = 0.3.

Глава 5. Бифуркация в задаче быстродействия
для нелинейной системы второго порядка
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