
ÔÅÄÅ�ÀËÜÍÎÅ �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎÅ ÁÞÄÆÅÒÍÎÅÓ×�ÅÆÄÅÍÈÅ ÍÀÓÊÈÈÍÑÒÈÒÓÒ Ï�ÎÁËÅÌ ÌÅÕÀÍÈÊÈ èì. À.Þ. ÈØËÈÍÑÊÎ�Î�ÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÀÊÀÄÅÌÈÈ ÍÀÓÊ
Î.À. Áåññîíîâ

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÌÅÒÎÄ �ÀÑ×ÅÒÀ ÒÅ×ÅÍÈÉÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÎÁËÀÑÒßÕ�Å�ÓËß�ÍÎÉ �ÅÎÌÅÒ�ÈÈ
Ïðåïðèíò � 1021

Ìîñêâà, 2012 ã.



ÀÍÍÎÒÀÖÈßÏðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ âçà-èìîäåéñòâèé è òåïëîìàññîïåðåíîñà â îáëàñòÿõ ðåãóëÿðíîé ãåîìåòðèè. Ïîäðîáíî ðàñ-ñìîòðåíà ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà äëÿ íå-ñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè. Äàíî îïèñàíèå ìåòîäà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ïðèâåäåíûïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà.
ABSTRACTNumerial method for investigation of onvetive interations and heat/mass transfer inregular domains is presented. Solution proedure for Navier-Stokes equations in Boussinesqapproximation is onsidered in details. Parallelization of the numerial algorithm is desribed.Examples of appliation of the presented method are given.
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Ââåäåíèå×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé âçàìêíóòûõ îáëàñòÿõ ïðåäúÿâëÿåò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ý��åêòèâíîñòèè òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ðåà-ëèñòè÷íîãî ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ â ðàñïëàâå â óñòàíîâêå ðîñòà êðèñòàëëîâ ïðèçíà÷åíèÿõ ÷èñëà �ðàñãî�à äî O(108) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîäðîáíûåñåòêè ñ ÷èñëîì óçëîâ ïîðÿäêà ìèëëèîíà è âûøå è ïðîâîäèòü ïðîäîëæè-òåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè ñ ÷èñëîì øàãîâ ïîðÿäêà ñîòåí òû-ñÿ÷. Ñ ðîñòîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïåðåõîäîìê ïðÿìîìó ìîäåëèðîâàíèþ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ýòè òðåáîâàíèÿ áóäóòâîçðàñòàòü è äàëåå.Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè òðåáóåòñÿ ðåøåíèå íå-ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, âêëþ-÷àþùåå â ñåáÿ íà êàæäîì âðåìåíí�îì øàãå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïåðå-íîñà äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå òî÷íîå ðå-øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ñ ðàçäåëüíûì ðå-øåíèåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûì è ý��åêòèâíûì. Äî-ïîëíèòåëüíî ý��åêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîïîâûøåíà, åñëè çàäà÷ó ðåøàòü â îáëàñòè ðåãóëÿðíîé ãåîìåòðèè (öèëèí-äðå èëè ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ìîæíî ïðèìåíÿòü ý��åêòèâíûå ïðÿìûå ìåòîäû, êî-òîðûå íà ïîðÿäîê áûñòðåå èòåðàöèîííûõ. Èñïîëüçîâàíèå îðòîãîíàëüíûõðàçíåñåííûõ ñåòîê è êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîçâîëÿåò îáåñïå-÷èòü ãàðàíòèðîâàííóþ òî÷íîñòü äèñêðåòèçàöèè è ðàçðåøåíèÿ ìåëêèõ ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð. Êðîìå òîãî, äëÿ îáëàñòåé ðåãóëÿðíîé ãåîìåòðèèîáëåã÷àåòñÿ îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà è åãî ðàñïàðàëëåëèâàíèå,à òàêæå îòëàäêà è âåðè�èêàöèÿ.Â ïðåïðèíòå îïèñûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé êîä, èñïîëüçóåìûé íàïðîòÿæåíèè 15 ëåò äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõâçàèìîäåéñòâèé â çàäà÷àõ ðîñòà êðèñòàëëîâ è äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ âóñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè, à òàêæå â íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷àõ. Â ïðî-öåññå ñâîåãî ðàçâèòèÿ êîä ïîäâåðãàëñÿ íåïðåðûâíîé ìîäè�èêàöèè è óñî-3



âåðøåíñòâîâàíèÿì. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàñòîÿùåãîêîäà âûïóùåíî áîëåå 15 ïóáëèêàöèé. �àáîòà ïî ðàçâèòèþ âû÷èñëèòåëü-íîãî êîäà è ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîâîäèëàñü â ðàìêàõ ïðîåêòîâ�ÔÔÈ è Ïðåçèäèóìà �ÀÍ, áþäæåòíûõ òåì ÍÈ� Ëàáîðàòîðèè âû÷èñëè-òåëüíîé òåõíèêè Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìåõàíèêè, à òàêæå ìåæäóíàðîäíîãîñîòðóäíè÷åñòâà.Îñíîâíîå ðàññìîòðåíèå â ïðåïðèíòå äàåòñÿ äëÿ îáëàñòåé öèëèíäðè-÷åñêîé ãåîìåòðèè. �åàëèçàöèÿ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé â îñíîâíîìèäåíòè÷íà öèëèíäðè÷åñêîé, ïðè ýòîì â íåé îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå ýëå-ìåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïåöè�èêå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Â ïåðâîé ÷àñòè ïðåïðèíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èîïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ñ óêàçàíèåì ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà è ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé. Çàòåì äàåòñÿ îïèñàíèå ñõåì ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçà-öèè ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêæå ðàññìàòðè-âàåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ ìîíîòîííàÿ àäàïòèâíàÿ ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì ïîòî-êà, îáåñïå÷èâàþùàÿ îòñóòñòâèå íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ïðè ìîäåëèðî-âàíèè òå÷åíèé ñ âûñîêèì ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ, è ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ïîãðåø-íîñòåé ðàçëè÷íûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè äëÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè.Âî âòîðîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ, îñíîâàí-íàÿ íà ìåòîäå ïðîåêöèé, è îïèñûâàåòñÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìå-íè. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ñõåì ñîïðÿæåíèÿ ÿâíîãî ìåòîäà�óíãå-Êóòòà è íåÿâíîãî ìåòîäà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Îòäåëüíî ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ è ïðèâî-äèòñÿ ñðàâíåíèå ñ âàðèàíòàìè ìåòîäà, èñïîëüçîâàâøèìèñÿ ðàíåå.Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äàåòñÿ îïèñàíèå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãî-ðèòìà äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ, ïðèâîäÿòñÿ êîëè-÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäà è ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ, è �îðìó-ëèðóåòñÿ êîíöåïöèÿ ïðåöèçèîííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà. Òàêæå â êîíöåïðåïðèíòà ïåðå÷èñëÿþòñÿ íîâûå è îðèãèíàëüíûå ïðèåìû è ìåòîäû, êîòî-ðûå ðàíåå â ðàáîòàõ ïî ðàñ÷åòàì òå÷åíèé íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòèíå âñòðå÷àëèñü.Ïðåïðèíò ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ãðàíòîâ � 12-08-00034 è � 12-01-00398.4



1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïàðàìåòðû çàäà÷è�àññìîòðåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ îáëàñòè öèëèí-äðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íà �èã. 1 ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé,â êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü ìîäåëèðîâàíèå. Ñëåâà íà ðèñóíêå ïîêàçàíà óñòà-íîâêà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè âûðàùèâàíèÿ êðèñòàëëîâ ïî ìåòîäó ×î-õðàëüñêîãî, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öèëèíäðè÷åñêèé òèãåëü ðàäèóñà
Rc, çàïîëíåííûé ðàñïëàâîì äî âûñîòû H. Â öåíòðå ê ïîâåðõíîñòè ðàñ-ïëàâà ïðèìûêàåò äèñê ðàäèóñà Rx, èìèòèðóþùèé òîðåö âûðàùèâàåìîãîêðèñòàëëà. Îòêðûòàÿ ïîâåðõíîñòü ðàñïëàâà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëîñêîé, íàíåé ìîæåò ó÷èòûâàòüñÿ çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ îò òåì-ïåðàòóðû, à òàêæå òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Íà äèñêå, áîêîâîéïîâåðõíîñòè è äíå òèãëÿ ñòàâÿòñÿ ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåì-ïåðàòóðû. Äëÿ äàííîãî òèïà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èçó÷àëèñü îñîáåííîñòè òå-÷åíèé ðàñïëàâà, êîíâåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèé è òåïëîîáìåíà [1, 2, 3, 4℄.Ñïðàâà íà �èã. 1 ïîêàçàíà ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ òåïëîèçîëèðîâàííîéöèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöåé è èçîòåðìè÷åñêèìè òîðöàìè (íàãðåòûì è îõëà-æäàåìûì, ñîîòâåòñòâåííî). Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, íàïðàâëåííîì ïåðïåíäè-êóëÿðíî îñè öèëèíäðà, âîçíèêàåò öèðêóëÿöèîííîå êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå.Òå÷åíèÿ òàêîãî òèïà èçó÷àëèñü â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíîãîäàò÷èêà "Äàêîí" äëÿ îðáèòàëüíîé ñòàíöèè "Ìèð" [5, 6℄, à òàêæå â ïîñòà-íîâêå áåí÷ìàðêà (ìîäåëüíîãî òåñòà) äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ êîäîââ öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè [7℄ è äðóãèõ çàäà÷àõ [8℄.
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íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè â ïåðåìåííûõ ñêîðîñòü ~V , äàâëåíèå p, òåì-ïåðàòóðà θ, êîíöåíòðàöèÿ C:
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∇2C (4)Çäåñü Ra � ÷èñëî �ýëåÿ, Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, Rac � äè��óçèîííîå÷èñëî �ýëåÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè, Sc � ÷èñëî Øìèäòà, ~g � âåêòîð ñèëû òÿæå-ñòè. Ïðèâåäåí áåçðàçìåðíûé âèä óðàâíåíèé, â êîòîðîì ìàñøòàá ñêîðîñòèîïðåäåëÿåòñÿ ïî âÿçêîñòè ν êàê V0 = ν/H, ãäåH � ìàñøòàá äëèíû. Ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè äðóãîãî ìàñøòàáà ñêîðîñòè â óðàâíåíèÿõ (1), (3) è (4) ïåðåääè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/Re, ãäå

Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà. Òàêæå âîçìîæåí ðàñ÷åò çàäà÷è â ðàçìåðíîì âèäå.Óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû (3) è êîíöåíòðàöèè (4) ìîãóò îïóñêàòü-ñÿ ïî îòäåëüíîñòè ëèáî îäíîâðåìåííî. Ñõåìû ðåøåíèÿ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèéðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûì îáðàçîì: óðàâíåíèå (3) ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ìîäå-ëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñ íèçêèìè èëè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ïðàíäòëÿ(Pr ≤ 1 èëè Pr ≪ 1), à (4) � äëÿ ïðîöåññîâ ñ âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè Pr è
Sc (Pr > 1 èëè Pr ≫ 1). Òàêèì îáðàçîì, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòîêàê óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñêàëÿðà ñ âûñîêîé è íèçêîé äè��óçèåé, ñîîòâåò-ñòâåííî. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ïðîöåññîâ è òåïëî-ïåðåíîñà â æèäêîñòè ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì Pr èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå äëÿâòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (4), à óðàâíåíèå (3) îïóñêàåòñÿ.Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè îòêëþ÷åíèè îáîèõ óðàâíåíèé ñêàëÿðíîãî ïåðå-íîñà âîçìîæåí ðàñ÷åò â çàäàííîì ïîëå òåìïåðàòóðû. Íàïðèìåð, ìîæíîçàðàíåå ðàññ÷èòàòü ïîëå òåìïåðàòóðû äëÿ Pr = 0. Äëÿ ýòîãî íóæíî óñòà-íîâèòü Ra = 0 è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Pr 6= 0 ðåøàòü óðàâíåíèÿ (1) � (3) äîóñòàíîâëåíèÿ, à çàòåì çàìåíèòü Ra/Pr íà Gr (÷èñëî �ðàñãî�à) è ðåøàòüóðàâíåíèÿ (1) è (2) â âû÷èñëåííîì ïîëå òåìïåðàòóðû.�àñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ â ïîëÿðíîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò6



(ϕ, z, r): 0 < ϕ < 2π, 0 < z < H, 0 < r < R. �åîìåòðè÷åñêèìè ïàðà-ìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äëèíà îáëàñòè H è åå ðàäèóñ R. Äëÿ êîí�èãó-ðàöèè ìåòîäà ×îõðàëüñêîãî òàêæå çàäàåòñÿ ðàäèóñ êðèñòàëëà Rx. Êðîìåòîãî, ìîãóò áûòü çàäàíû ñêîðîñòè âðàùåíèÿ îáëàñòè (òèãëÿ) è êðèñòàëëà.Âåêòîð ñèëû òÿæåñòè ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâàí â ëþáîì íàïðàâëåíèè.Ê �èçè÷åñêèì ïàðàìåòðàì çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr,÷èñëî �ýëåÿ Ra (ëèáî ÷èñëî �ðàñãî�à Gr = Ra/Pr), àíàëîãè÷íûå ïàðàìåò-ðû äëÿ âòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé Sc è Rac, à òàêæå ÷èñëî �åéíîëüäñà
Re â ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ îáåçðàçìåðèâàíèå ïî çàäàííîé ñêîðîñòè
V0. Äðóãèå �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäàþòñÿ êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà.Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòíîé ñåòêè èìåþò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: ÷èñëîóçëîâ ñåòêè â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ϕ äîëæíî áûòü ðàâíûì ñòåïå-íè äâîéêè; â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè r øàã ñåòêè ïîñòîÿííûé; â îñåâîìíàïðàâëåíèè z øàã ñåòêè ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì. ×èñëî óçëîâ ñåòêè â íà-ïðàâëåíèè ϕ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ðàâíûì åäèíèöå � ýòî ñîîòâåòñòâóåòîñåñèììåòðè÷íîìó ðåæèìó ðàñ÷åòà.Âûáîð âðåìåíí�îãî øàãà ïðîèçâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêè, ñ ó÷åòîì ñîáëþ-äåíèÿ êîíâåêòèâíîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâ-ëåíèé r, z, ϕ (äëÿ àçèìóòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ϕ ñëåäóåò ïðèíèìàòü âîâíèìàíèå ìàëîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ñåòêè âáëèçè îñè öèëèíäðà), àòàêæå ÿâíûõ óñëîâèé äëÿ äè��óçèè â íàïðàâëåíèÿõ r, z. Âÿçêàÿ è êîí-öåíòðàöèîííàÿ (äëÿ âòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé) äè��óçèÿ â íàïðàâ-ëåíèè ϕ, à òàêæå òåïëîâàÿ äè��óçèÿ (äëÿ ïåðâîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé)âî âñåõ íàïðàâëåíèÿ òðàêòóþòñÿ íåÿâíî è íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿíà âðåìåíí�îé øàã. Òàêæå âîçìîæíî çàäàíèå íåÿâíîé òðàêòîâêè âÿçêîéè êîíöåíòðàöèîííîé (äëÿ âòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé) äè��óçèè â íà-ïðàâëåíèè z äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ñèëüíîãî ñãóùåíèÿ ñåòêè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöè�èêîé ìîäå-ëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â óñòàíîâêå ðîñòà êðèñòàëëîâ ×îõðàëüñêîãî, à òàêæåíåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷. Èìåþòñÿ 4 çîíû, â êîòîðûõ ìîãóò óñòàíàâëè-âàòüñÿ ðàçëè÷àþùèåñÿ (è îäíîðîäíûå â ïðåäåëàõ çîíû) ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ. Ïðè âåðòèêàëüíîì ïîçèöèîíèðîâàíèÿ öèëèíäðà ýòî íèæíÿÿ ãðàíèöà,7



áîêîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, âíóòðåííÿÿ ÷àñòü âåðõíåé ãðàíèöû
r < Rx (êðèñòàëë) è åå âíåøíÿÿ ÷àñòü Rx < r < R (ïîâåðõíîñòü ðàñïëàâà).Íà íèæíåé, áîêîâîé è âíåøíåé âåðõíåé ãðàíèöàõ ìîãóò áûòü óñòà-íîâëåíû òåìïåðàòóðíûå è êîíöåíòðàöèîííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõ-ëå ñ çàäàííûì ïðî�èëåì, ëèáî óñëîâèÿ Íåéìàíà ñ çàäàííûì êîíñòàíò-íûì ãðàäèåíòîì íà íèæíåé ãðàíèöå è ñ íóëåâûì ãðàäèåíòîì íà äðóãèõ.Íà âíåøíåé âåðõíåé ãðàíèöå äîïîëíèòåëüíî ìîæåò áûòü çàäàíà ëèíåé-íàÿ çàâèñèìîñòü ãðàäèåíòà îò òåìïåðàòóðû (êîíöåíòðàöèè) äëÿ ìîäåëè-ðîâàíèÿ êîíâåêòèâíîãî èëè ðàäèàöèîííîãî îáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé
∂θ/∂z = −Bi θ+const, ãäå Bi � ÷èñëî Áèî. Íà âíóòðåííåé âåðõíåé ãðàíèöå(òâåðäîé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà) çàäàþòñÿ òåìïåðàòóðíûå è êîíöåíòðà-öèîííûå óñëîâèÿ Äèðèõëå.Íà âíåøíåé âåðõíåé ãðàíèöå çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ (òâåðäàÿãðàíèöà) ëèáî ñêîëüæåíèÿ (ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü). Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè òàêæå ìîãóò áûòü çàäàíû òåðìîêàïèëëÿðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ ñêîðîñòè:

∂Vr

∂z
= −Mn

∂θ

∂r
,

∂Vϕ

∂z
= −Mn

1

r

∂θ

∂ϕ
, Vz = 0Çäåñü Mn = σT∆θR/(ρν2) � ÷èñëî Ìàðàíãîíè, σT = −∂σ/∂θ � òåì-ïåðàòóðíûé êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ρ � ïëîòíîñòü, ν �êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû è äëÿçàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (êîíöåíòðàöèè).2 Ñõåìû ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèèÄëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) � (4) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ.Ïðèìåíåíû ðàçíåñåííûå ñåòêè ñ ïåðåìåííûì øàãîì â îñåâîì íàïðàâëåíèè

z, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè íåîáõîäèìîñòè äåëàòü ñãóùåíèÿ ó òîðöåâûõ ãðàíèöäëÿ ðàçðåøåíèÿ òîíêèõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.Èñïîëüçîâàíèå ðàçíåñåííûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è ý��åê-òèâíûì ñïîñîáîì êîíñåðâàòèâíîé äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé (1) � (4) ñ ñî-áëþäåíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ìàññû è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (òåì-ïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè) íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Òàêæå ðàçíåñåííûå ñåòêè8



îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü äèñêðåòèçàöèè â ïîãðàíñëîÿõ è ïîçâîëÿ-þò èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûå øàáëîíû èíòåðïîëÿöèè è äèñ-êðåòèçàöèè äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé.Íà �èã. 2 ïîêàçàíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷å-åê (êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ â ñå÷åíèè (r, z).Ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå (äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, êîíöåíòðàöèÿ) ðàñïîëà-ãàþòñÿ â öåíòðàõ îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷ååê. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòèðàçìåùàþòñÿ â öåíòðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé îñíîâíûõ ÿ÷ååê, è âîêðóãíèõ �îðìèðóþòñÿ ñäâèíóòûå ÿ÷åéêè. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè âñåãäàíàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ ñäâèíóòûõ ÿ÷ååê. Ïî íàïðàâëåíèÿì, ãäå èñïîëüçóåòñÿïåðåìåííûé øàã ñåòêè, êðàÿ ñäâèíóòûõ ÿ÷ååê ìîãóò íå ïðîõîäèòü ÷åðåçöåíòðû îñíîâíûõ ÿ÷ååê (ñì. Vz íà �èã. 2). Çíà÷åíèÿ íà ýòèõ êðàÿõ âû÷èñ-ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèé, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñîáëþäåíèå òðåáóåìîéòî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè.
r

z
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J-1Ôèã. 2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ íàðàçíåñåííûõ ñåòêàõÂñå ïðîñòðàíñòâåííûå äèñêðåòèçàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ñî âòîðûì ïî-ðÿäêîì òî÷íîñòè. Â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ ïðîèçâîäíûå âû-÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòè çíà÷åíèé âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà ãðàíèöàõñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷ååê íåïîñðåäñòâåííî ëèáî ñ ïîìîùüþèíòåðïîëÿöèé. Ýòè çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ÷èñëåííûå ïîòîêè. Íà-ïðèìåð, ÷èñëåííûé ïîòîê äëÿ äè��óçèîííîãî ÷ëåíà ∂2C/∂z2 âû÷èñëÿåòñÿêàê àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíîé ∂C/∂z íà ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åé-êè, òî åñòü êàê ðàçíîñòü çíà÷åíèé C â öåíòðàõ ñìåæíûõ ÿ÷ååê, äåëåííàÿíà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Àíàëîãè÷íî, ïîòîê äëÿ êîíâåêòèâíîãî ÷ëå-íà ∂ (VzC) /∂z âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâåäåíèÿ (VzC) íàãðàíèöå ÿ÷åéêè, ïðè ýòîì ñêîðîñòü Vz óæå îïðåäåëåíà íà ýòîé ãðàíèöå,9



è òðåáóåòñÿ èíòåðïîëèðîâàòü òîëüêî çíà÷åíèå ïåðåíîñèìîé âåëè÷èíû C.Ïîñêîëüêó ïîòîê ÷åðåç "âåðõíþþ" ãðàíü âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêèäëÿ êîíñåðâàòèâíîãî ïîäõîäà ñîâïàäàåò ñ ïîòîêîì ÷åðåç "íèæíþþ" ãðàíüñëåäóþùåé ÿ÷åéêè, ìîæíî âû÷èñëÿòü ýòè ïîòîêè òîëüêî îäèí ðàç, ÷òî ïîç-âîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ ñëîæíûõ äèñ-êðåòèçàöèé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ÷èòàþòñÿ òàêæå ÷åðåç àïïðîêñèìàöèè ÷èñëåí-íûõ ïîòîêîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíèöå ïðè íåîáõîäèìîñòè èñ-ïîëüçóþòñÿ òðåõòî÷å÷íûå èíòåðïîëÿöèè ïðîèçâîäíûõ, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñî-áëþäåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Âåëè÷èíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâîäíûìè (íàïðèìåð, íåêîòîðûå ÷ëå-íû óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ëèíåé-íûå èíòåðïîëÿöèè.2.1 Äèñêðåòèçàöèÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ïåðåíîñàÀïïðîêñèìàöèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ äëÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ èìååò ñâîþñïåöè�èêó, ñâÿçàííóþ ñ íå�èçè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè. Òàêèå îñöèëëÿöèèìîãóò ïðîèñõîäèòü â îáëàñòÿõ ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ïåðåíîñèìîéâåëè÷èíà â óñëîâèÿõ ñëàáîé äè��óçèè, òî åñòü ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ÷èñëà Ïåêëå (�åéíîëüäñà). Ïîìèìî ñíèæåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà, îñöèëëÿ-öèè ìîãóò ïðèâîäèòü ê âûõîäó çíà÷åíèé âåëè÷èíû çà ïðåäåëû �èçè÷åñêèõíîðì (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðíîãî äèàïàçîíà).Íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ áîðüáû ñíå�èçè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè èñïîëüçîâàëèñü ñõåìû íàïðàâëåííûõ ðàç-íîñòåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ãèáðèäíûå ñõåìû íà èõ îñíîâå. Â ýòèõñõåìàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè èñ-ïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-êîíñòàíòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðîòèâ ïîòîêà ëèáî êîìáè-íàöèÿ êîíñòàíòíîé è ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè (â ñëó÷àå ãèáðèäíîé ñõåìû).Ïîìèìî íèçêîé òî÷íîñòè, ïîäîáíûå ñõåìû èìåþò �óíäàìåíòàëüíûé íåäî-ñòàòîê � îíè âíîñÿò â ðåøàåìîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà îøèáî÷íûé äè��óçè-îííûé ÷ëåí, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìîæåò â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç ïðåâîñõîäèòüâåëè÷èíó äè��óçèîííîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (äëÿ âûñîêèõ ÷èñåë Ïåêëå) è,10



êàê ñëåäñòâèå, ñèëüíî èñêàæàòü êàðòèíó òå÷åíèÿ è ïîäàâëÿòü ìåëêèå ïðî-ñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû [9℄.�àññìîòðèì äâå îñíîâíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè � ñ öåí-òðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè (CEN) è ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè ïðîòèâ ïî-òîêà (SOU). Ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè ïåðåíîñèìîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû Cäëÿ óðàâíåíèÿ (4) ïîêàçàíû íà �èã. 3. Çíà÷åíèå íà ëåâîé ãðàíèöå âû-÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè J äëÿ ñõåìû CEN àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöè-åé CJ−1/2 = (CJ−1 + CJ)/2, à äëÿ ñõåìû SOU � ýêñòðàïîëÿöèåé CJ−1/2 =

CJ−1+(CJ−1−CJ−2)/2 (äëÿ íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ñëåâà íàïðàâî).Â äàííîì ïðèìåðå ñåòêà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíîé.
J-2 J-1 J-1/2 J J+1/2

CEN

QUI

SOU

Ôèã. 3. Èëëþñòðàöèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâÎáå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàäàþò íåäîñòàòêàìè, ñâÿçàííûìè ñïîÿâëåíèåì îñöèëëÿöèé, ðîñòîì ýêñòðåìóìîâ è íàëè÷èåì �àçîâîé îøèáêè.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ áûëà ïðåäëîæåíà ñõåìà ñ êâàäðàòè÷íîéèíòåðïîëÿöèåé ïðîòèâ ïîòîêà QUICK [9, 10℄. Èëëþñòðàöèÿ ñõåìû òàêæåïîêàçàíà íà �èã. 3 (äàëåå ïî òåêñòó èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèåQUI). �àññìîòðåíèÿ ÷åðåç ðÿäû Òåéëîðà è ïðîñòûå òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òîñõåìà QUI íå ïîðîæäàåò �àçîâóþ îøèáêó, à íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè âñðàâíåíèè ñî ñõåìàìè CEN è SOU ñíèæàþòñÿ â íåñêîëüêî ðàç. Êðîìå òîãî,ñõåìà QUI îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü äèñêðåòèçàöèè (îñîáåí-íî äëÿ íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê) è äëÿ îäíîìåðíîãî ïåðåíîñà èìååò òðåòèéïîðÿäîê òî÷íîñòè.Ñõåìó QUI óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ÷åðåç îáùóþ �îðìóëó äëÿ ñõåì âòî-ðîãî ïîðÿäêà αCSOU + (1 − α)CCEN, òî åñòü êàê âçâåøåííóþ ñóììó äâóõîñíîâíûõ ñõåì ñ êîý��èöèåíòîì α = 1/4. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèñêðåòèçà-öèè ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ïîëå ýòîé æå11
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] (9)Çäåñü ïðèâåäåí áåçðàçìåðíûé âèä óðàâíåíèé, â êîòîðîì ìàñøòàáñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî âÿçêîñòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãîãî ìàñøòàáàïåðåä äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè (ïîìåùåíû â êâàäðàòíûå ñêîáêè) ïîÿâèò-ñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/Re. Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé ñêàëÿðíîé ïå-ðåìåííîé èäåíòè÷íî óðàâíåíèþ (9).12



Íà �èã. 4 ïîêàçàíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷ååê(êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ) äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè Vϕ è Vr â ñå÷åíèè (ϕ, r).�àñïîëîæåíèå ïåðåìåííûõ Vz, θ è p ñõåìàòè÷åñêè ñîâïàäàåò â ýòîì ñå÷åíèèñ ðàñïîëîæåíèåì Vϕ.
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Ôèã. 4. Êîíòðîëüíûå îáúåìû äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè îêîëî îñè öèëèíäðàÂû÷èñëèòåëüíûå ÿ÷åéêè äëÿ Vr ñäâèíóòû â íàïðàâëåíèè r, ïîýòîìóíèæíÿÿ ãðàíèöà ïåðâîé ÿ÷åéêè îòñòîèò îò îñè öèëèíäðà íà ïîëîâèíó øà-ãà ñåòêè, è çíà÷åíèå Vr íà îñè íå îïðåäåëåíî. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè Vr íàíèæíåé ãðàíèöå ïåðâîé ÿ÷åéêè èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå èâ ÿ÷åéêå, ïðîòèâîïîëîæíîé åé îòíîñèòåëüíî îñè (ò.å. ïîâåðíóòîé îòíîñè-òåëüíî íåå íà 180◦), ÷åðåç èíòåðïîëÿöèþ.ß÷åéêè äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íà÷èíàþòñÿ îò îñè öèëèíäðà.Ïåðâàÿ ÿ÷åéêà èìååò òðåóãîëüíóþ �îðìó, ïîýòîìó åå íèæíÿÿ ãðàíü èìååòíóëåâóþ ïëîùàäü, è ÷èñëåííûå ïîòîêè ÷åðåç ýòó ãðàíü íå âû÷èñëÿþòñÿ.Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ íà îñè òàêæå íå îïðåäåëåíû. Äëÿ ìíîãîòî÷å÷-íûõ èíòåðïîëÿöèé ïî íàïðàâëåíèþ r ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ çíà÷åíèå âïðîòèâîïîëîæíîé ÿ÷åéêå (ïîâåðíóòîé íà 180◦).Äèñêðåòèçàöèÿ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé (5) � (9) âî âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõÿ÷åéêàõ, êðîìå ïðèìûêàþùèõ ê îñè, íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé è ïðîèçâî-äèòñÿ ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó. Äëÿ ÷ëåíîâ,ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâà-íèÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ ÷åðåçñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè. Â ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõ ê îñè öèëèíäðà, ñëîæ-íîñòè ñ èíòåãðèðîâàíèåì âîçíèêàþò òîëüêî ó ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæè-13



òåëü 1/r2. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ÷ëåíû ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî ϕ â óðàâíåíèÿõ(7) è (9), à òàêæå òðè ÷ëåíà â äè��óçèîííîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6).�àññìîòðèì èíòåãðàë ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó äëÿ ÷ëåíà èç óðàâíå-íèÿ (9) (èíòåãðèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ z îïóñòèì):
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dϕ (14)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû â �îðìóëàõ (13) è (14) ñîâïàäàþò, òàêêàê çäåñü rk+ 1
2

= (rk+1+rk)/2. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðîèçâîäíîé
∂θ/∂x ïî r ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê íîðìèðîâàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-öèÿ âûðàæåíèé (11) è (12). Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå åñòåñòâåííûõ äëÿ14



ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ ëèíåéíûõ èíòåðïîëÿöèé â äåêàðòîâûõ êîîðäè-íàòàõ ïîçâëîëÿåò âû÷èñëèòü ÷ëåíû ñ ìíîæèòåëåì 1/r2 â óðàâíåíèÿõ (7)è (9) ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ � â òîì ÷èñëå è äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷ååê,ïðèìûêàþùåé ê îñè öèëèíäðà (äëÿ k = 0).Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (6), ñîäåðæàùèõ ìíî-æèòåëü 1/r2. Ïåðåãðóïïèðóåì ýòè ÷ëåíû è ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:
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)] (15)�àññìîòðèì äâà òèïà òå÷åíèÿ â ñå÷åíèè (ϕ, r) â îêðåñòíîñòè îñè öè-ëèíäðà � êðóãîâîå âîêðóã îñè, è ïàðàëëåëüíîå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îñü. Êîì-ïîíåíòû ñêîðîñòè â ïðåäåëå r → 0 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê Vr = 0,
Vϕ = c r â ïåðâîì ñëó÷àå, è Vr = V cos ϕ, Vϕ = −V sin ϕ âî âòîðîì (c �êîíñòàíòà, V � ìîäóëü ñêîðîñòè). Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ â êðóãëûõñêîáêàõ â �îðìóëå (15) äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ áóäóò ïðè r → 0 ñòðåìèòüñÿ êíóëþ:
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû â �îðìóëàõ (18) è (19) ñîâïàäàþò, òàêêàê çäåñü r 1
2

= r1/2. Äëÿ âòîðîé ãðóïïû ÷ëåíîâ èç �îðìóëû (15) èíòåãðàëìîæåò áûòü âû÷èñëåí àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå åñòåñòâåí-íûõ ïðåäïîëîæåíèé ïî çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû r âûðàæåíèé èç (16),ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè r → 0, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ÷ëåíû ñ ìíîæèòå-ëåì 1/r2 â óðàâíåíèè (6) äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷ååê, ïðèìûêàþùåé ê îñèöèëèíäðà.2.3 Óëó÷øåííàÿ êîíâåêòèâíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ó îñè öèëèíäðàÏðè ìîäåëèðîâàíèè ñóùåñòâåííî íåîñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé äëÿ ñîáëþ-äåíèÿ êîíâåêòèâíîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà (CFL = 1) ïðèõîäèòñÿ ñíèæàòüâðåìåíí�îé øàã èç-çà ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ñåòêè âáëèçè îñèöèëèíäðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìÿã÷èòü òðåáîâàíèÿ ê âðåìåíí�îìó øàãó, áûëàðàçðàáîòàíà ñõåìà ñ ïîâûøåííûì ïîðîãîì óñòîé÷èâîñòè â àçèìóòàëüíîìíàïðàâëåíèè (CFL = 2) çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøèðåííîãî øàáëîíàäèñêðåòèçàöèè.Èäåÿ ñõåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðåíîñèìîé âå-ëè÷èíû CI−1/2 íà ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè I âìåñòî çíà÷åíèé CI−1è CI èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ íà øàáëîíå, óâåëè÷åííîì â äâà ðàçà. Ýòè çíà-÷åíèÿ ïîëó÷åíû óñðåäíåíèåì: C ′
I−3/2 = (CI−2 + CI−1)/2, C ′

I+1/2 = (CI +

CI+1)/2. Äëÿ ñõåìû ñ êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèåé ïðîòèâ ïîòîêà äîïîë-íèòåëüíî òðåáóåòñÿ çíà÷åíèå C ′
I−7/2 = (CI−4 + CI−3)/2 (äëÿ íàïðàâëåíèÿïîòîêà æèäêîñòè ñëåâà íàïðàâî).Äàííàÿ ñõåìà ðåàëèçîâàíà äëÿ ïåðåíîñà â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëå-íèè ϕ ïåðåìåííûõ Vϕ, Vz, θ è C â âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõê îñè öèëèíäðà. Öåíòðû òàêèõ ÿ÷ååê îòñòîÿò îò îñè íà ðàññòîÿíèè hr/2, è,ñîîòâåòñòâåííî, øàã ñåòêè â íàïðàâëåíèè ϕ ðàâåí πhr/N (çäåñü hr � øàãñåòêè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, N � ÷èñëî óçëîâ ïî àçèìóòó). Ïðèìåíå-íèå óëó÷øåííîé ñõåìû ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî óäâîèòü ýòîò øàã. Â ñâîþî÷åðåäü, öåíòð áëèæàéøåé ê îñè âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè äëÿ ïåðåìåííîé

Vr îòñòîèò îò íåå íà hr, è øàã ñåòêè ïî ϕ âäâîå áîëüøå, ÷åì ó äðóãèõ ïå-ðåìåííûõ. Ïîýòîìó äëÿ Vr íåò íåîáõîäèìîñòè â ïðèìåíåíèè íîâîé ñõåìû.16



Äðóãàÿ ìîäè�èêàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ïåðåíîñó êîìïîíåíòû ñêîðîñòè Vϕâ íàïðàâëåíèè ϕ. Åñëè ïîòîê æèäêîñòè ïåðåñåêàåò îñü öèëèíäðà, òî çíà÷å-íèå Vϕ â ïðèëåãàþùèõ ê îñè âû÷èñëèòåëüíûõ ÿ÷åéêàõ â ýòîì ìåñòå ìåíÿåòçíàê. Íàïðèìåð, åñëè ïîòîê ïåðåñåêàåò îñü ïîä íóëåâûì óãëîì (ϕ = 0),òî ðàñïðåäåëåíèå Vϕ(ϕ) èìååò �îðìó ñèíóñîèäû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíå-íèå êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ïðîòèâ ïîòîêà QUI ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî÷èñëåííûå ïîòîêè íà ãðàíèöàõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðàçíûìèíòåðïîëÿöèîííûì �îðìóëàì. Â ðåçóëüòàòå âîçðàñòàåò îøèáêà äèñêðåòè-çàöèè.Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷-íóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ñõåìó VI−1/2 = (VI−1 + VI)/2+ (VI−1− VI−2 + VI−

VI+1)/16. Ñõåìà èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè (äëÿîäíîìåðíîãî ïåðåíîñà) è õîðîøî âîñïðîèçâîäèò ñèíóñîèäàëüíîå ðàñïðåäå-ëåíèå èíòåðïîëèðóåìîé ïåðåìåííîé â áëèæàéøèõ ê îñè âû÷èñëèòåëüíûõÿ÷åéêàõ. Èç-çà ìàëîãî øàãà ñåòêè â ýòèõ ÿ÷åéêàõ âîçðàñòàåò âëèÿíèå äè�-�óçèîííîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ, è íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè íå âîçíèêàþò,ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè â ïðèìåíåíèè íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé.Ñèììåòðè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ �îðìóëà ïðèìåíåíà äëÿ ïåðåíî-ñà Vϕ ïî ϕ ñîâìåñòíî ñ îïèñàííîé âûøå ñõåìîé ñ ïîâûøåííûì ïîðîãîìóñòîé÷èâîñòè (CFL = 2).2.4 Ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì ïîòîêà äëÿ âûñîêèõ ÷èñåë PrÏðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñ î÷åíü íèçêîé äè��óçèåé è âûñîêèìè çíà-÷åíèÿìè ÷èñëà Ïåêëå êîíâåêòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà QUICK íå îáåñïå÷è-âàåò ïîëíîãî ïîäàâëåíèÿ íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé. Äëÿ òàêèõ ðåæèìîâòå÷åíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîíîòîííûå íåîñöèëëèðóþùèå ñõåìû ñîãðàíè÷èòåëåì (FCT, Flux orreted transport), ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàäà÷ãàçîâîé äèíàìèêè [11, 12℄. Â ñèëó ñïåöè�èêè òàêèõ çàäà÷, ñõåìû ñ îãðàíè-÷èòåëåì ñòðîÿòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåâÿçêèõ òå÷åíèé.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñõåì FCT â òå÷åíèÿõ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè öåëåñîîá-ðàçíî ó÷èòûâàòü íàëè÷èå äè��óçèîííîãî ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ-íåíèÿ ïåðåíîñà. 17



�àññìîòðèì îñíîâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèCEN, SOU è QUI (ñì. ðàçäåë 2.1) â ñðàâíåíèè ñ ìîíîòîííîé ñõåìîé íàïðàâ-ëåííûõ ðàçíîñòåé ïåðâîãî ïîðÿäêà (FOU) íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî ïåðåíî-ñà ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû C â ïîëå ñêîðîñòè V . Ïðåäñòàâèì ÷èñëåííûé ïî-òîê íà ëåâîé ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè J, ðàâíûé F = V CJ−1/2, êàêñóììó êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà ìîíîòîííîé ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà FFOU =

V CJ−1 è àíòèäè��óçèîííîãî ïîòîêà Fanti :
FCEN = V CJ−1 + V

CJ − CJ−1

2

FSOU = V CJ−1 + V
CJ−1 − CJ−2

2

FQUI = V CJ−1 + V
3CJ − 2CJ−1 − CJ−2

8Ýòîò àíòèäè��óçèîííûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì èñòî÷íèêîìïîÿâëåíèÿ íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ïðè êîíâåêòèâíîì ïåðåíîñå. Åñëè÷èñëåííûé ïîòîê äëÿ äè��óçèîííîãî ÷ëåíà ïðåâîñõîäèò àíòèäè��óçè-îííûé ïîòîê, îñöèëëÿöèè íå ïðîèñõîäÿò. Ïîðîãîâûé êðèòåðèé âîçíèêíî-âåíèÿ îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç óñëîâèå |Fanti| = |Fdiff |, èëè, äëÿñõåìû ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè (CEN)
V

CJ − CJ−1

2
=

1

Pe

CJ − CJ−1

hÇäåñü h � øàã ñåòêè, Pe = Re äëÿ èìïóëüñà ëèáî Re Pr äëÿ ñêàëÿð-íîé âåëè÷èíû (ïðè îïðåäåëåíèè ìàñøòàáà ñêîðîñòè ïî âÿçêîñòè Re = 1).Òàêèì îáðàçîì, ïîðîãîâûé êðèòåðèé äëÿ ñõåìû CEN, âûðàæåííûé ÷åðåçñåòî÷íîå ÷èñëî Ïåêëå Pegrid = Pe V h, âûãëÿäèò êàê Pegrid = 2. Îòìåòèì,÷òî PeV ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñêîðîñòè ïðè ñîïîñòàâ-ëåíèè êîíâåêòèâíûõ è äè��óçèîííûõ ý��åêòîâ. Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò÷èñëîì Ïåêëå â øèðîêîì êîíòåêñòå.Íà ïðàêòèêå ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé, èìåþùèé ñòàöèîíàðíûéëèáî óìåðåííî íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð, òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ÷èñëîPegridñîñòàâëÿåò 20 − 30 äëÿ ñõåìû CEN è 50 − 100 äëÿ QUI. Äëÿ øàãà ñåò-êè h = 1/100 ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè Pe V =

2000 − 3000 è 5000 − 10000. Äëÿ ñóùåñòâåííî íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ñ18



áûñòðûì ïåðåíîñîì �ðîíòà òåìïåðàòóðû (êîíöåíòðàöèè) [4℄ ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ ñåòî÷íîãî ÷èñëà Ïåêëå áóäóò çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷òî îãðàíè÷èòïðèìåíèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ.�àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåå ðàñïðåäåëåíèåñêàëÿðíîé âåëè÷èíû, ïåðåíîñèìîé ïîëåì ñêîðîñòè ñëåâà íàïðàâî (V > 0).Â ñëó÷àå ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ ãðàäèåíòà ýòîé âåëè÷èíû êîíâåêòèâíàÿ ïðî-èçâîäíàÿ, âû÷èñëåííàÿ äëÿ ÿ÷åéêè J íà îñíîâå ðàçíîñòè êîíâåêòèâíûõïîòîêîâ ìåæäó ãðàíèöàìè J+1/2 è J-1/2, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì áîëü-øîé, è íîâîå çíà÷åíèå â òî÷êå J ïîñëå âûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà îêà-æåòñÿ ìåíüøå çíà÷åíèÿ â ïðåäûäóùåé ÿ÷åéêå J-1 (�èã. 5, a). Òàêèì îá-ðàçîì, íàðóøèòñÿ ìîíîòîííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ïîÿâèòñÿ îñöèë-ëÿöèÿ. Òàêîé ý��åêò õàðàêòåðåí äëÿ ñõåìû ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè(CEN).
a

J-1 J-1/2 J+1/2 J+1

b

J-1 J-1/2 J+1/2 J+1J-1 J-1/2 J J+1/2 J+1 J+3/2

c

J-1 J-1/2 J+1/2 J+1J-1 J-1/2 J J+1/2 J+1 J+3/2J-1 J-1/2 J J+1/2 J+1 J+3/2Ôèã. 5. Èëëþñòðàöèÿ íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ïðè ðåçêîì èçìåíåíèè ãðàäèåíòà.Êâàäðàòàìè ïîêàçàíû àïïðîêñèìàöèè íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ïî ñõåìå QUI, ïðîõîäÿùèìè÷åðåç êâàäðàòû ëèíèÿìè � êîíâåêòèâíûå ïðîèçâîäíûå, ñòðåëêàìè � èçìåíåíèÿ çíà÷å-íèé ïîñëå âûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà. �îðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ (îñü àáñöèññ) ÿâëÿåòñÿîãðàíè÷èòåëåì èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ äëÿ èçáåæàíèÿ îñöèëëÿöèèÀíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ ãðàäèåíòà ïåðåíîñèìîéâåëè÷èíû çíà÷åíèå íà ãðàíèöå J+1/2, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëÿ-öèè (ýêñòðàïîëÿöèè), ìîæåò ïðåâûñèòü çíà÷åíèå â òî÷êå J+1, ÷òî ïðèâåäåòê âû÷èñëåíèþ îòðèöàòåëüíîé êîíâåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ñëåäóþùåéÿ÷åéêè. Êàê ñëåäñòâèå, çíà÷åíèå â òî÷êå J+1 ïîñëå âûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãîøàãà ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå çíà÷åíèé â ïîñëåäóþùèõ ÿ÷åéêàõ, ÷òî òàêæå19



íàðóøèò ìîíîòîííîñòü (�èã. 5, b). Ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ñõåìû ñ íàïðàâ-ëåííûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà (SOU).Ïîõîæèé ý��åêò èìååò ìåñòî â è ñëó÷àå ýêñòðåìóìà (ïåðåìåíû çíà-êà ãðàäèåíòà ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé). Çäåñü îòðèöàòåëüíàÿêîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ äëÿ îáåèõ ñõåì (CEN è SOU),÷òî ïðèâåäåò ê íå�èçè÷åñêîìó ðîñòó çíà÷åíèÿ ýêñòðåìóìà (�èã. 5, ). Êðî-ìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ �àçîâàÿ îøèáêà: ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ýêñòðåìóìàäëÿ ñõåìû CEN îêàæåòñÿ íèæå, à äëÿ ñõåìû SOU � âûøå, ÷åì ñêîðîñòüïîòîêà.Äëÿ ñõåìû ñ êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèåé ïðîòèâ ïîòîêà (QUI) ïðî-ÿâëÿþòñÿ ý��åêòû è ïðè ðîñòå, è ïðè óìåíüøåíèè ãðàäèåíòà, íî àìïëèòó-äû îñöèëëÿöèé îêàçûâàþòñÿ â íåñêîëüêî ðàç íèæå. Êðîìå òîãî, îñëàáëÿ-åòñÿ ý��åêò ðîñòà ýêñòðåìóìà è èñ÷åçàåò �àçîâàÿ îøèáêà. Â ðåçóëüòàòåïîâûøàåòñÿ ïðåäåëüíîå ÷èñëî Ïåêëå, ïðè êîòîðîì äè��óçèÿ ïîäàâëÿåòýòè îñöèëëÿöèè.Èçáåæàòü íå�èçè÷åñêèõ ý��åêòîâ ìîæíî, åñëè îãðàíè÷èòü àíòè-äè��óçèîííûé ïîòîê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèå ïåðåíîñèìîé âåëè-÷èíû ïîñëå âûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà íå âûøëî çà òðåáóåìûå ïðåäåëû(ïîêàçàíû íà �èã. 5 ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè). Ôîðìàëüíî ýòî îãðàíè÷å-íèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó èëè ÷àñòè÷íîìó ïåðåêëþ÷åíèþ íà ñõåìó ïåðâî-ãî ïîðÿäêà ïðîòèâ ïîòîêà (FOU). Îäíàêî òàêîå ïåðåêëþ÷åíèå ïðîèñõîäèòñòðîãî èçáèðàòåëüíî, ïðè èçìåíåíèè çíàêà ãðàäèåíòà ëèáî åãî óâåëè÷åíèè(óìåíüøåíèè) â îïðåäåëåííîå ÷èñëî ðàç. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿíà äè��óçèîííûå ñâîéñòâà, ñõåìà FOU èäåàëüíî ïåðåíîñèò ïðîèçâîëüíîåðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè ïðè CFL = 1. Ïîýòîìó èçáèðàòåëüíîå ïðèìåíå-íèå ñõåìû FCT íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñî ñõåìíîéäè��óçèåé.Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ áûëà âçÿòà ñõåìàSMART [13℄. Îíà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìîäè�èêàöèþ ñõåìû ñ êâàäðàòè÷-íîé èíòåðïîëÿöèåé ïðîòèâ ïîòîêà (QUI). �àññìîòðèì ðàáîòó îãðàíè÷è-òåëÿ SMART íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ïåðåíîñèìîé âåëè÷èíû íà ãðàíèöåâû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè CJ+1/2 ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíîé �óíê-20



öèè Ψ(r), ãäå r � îòíîøåíèå ñîñåäíèõ ãðàäèåíòîâ:
CJ+1/2 = CJ +

1

2
Ψ(r)(CJ+1 − CJ) , r =

CJ − CJ−1

CJ+1 − CJÂûâåäåì �óíêöèþ Ψ(r) äëÿ èñõîäíîé ñõåìû QUI áåç îãðàíè÷èòåëÿ:
CJ+1/2 = CJ +

3

8
(CJ+1 − CJ) +

1

8
(CJ − CJ−1) , ΨQUI(r) =

3

4
+

1

4
r (20)Ñõåìà SMART ïðè 1/5 < r < 5, êîãäà íåò ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ãðà-äèåíòîâ, ðàáîòàåò êàê QUI. Êîãäà èçìåíåíèå ãðàäèåíòîâ âûõîäèò çà óêà-çàííûå ïðåäåëû, �óíêöèÿ Ψ(r) ïîäâåðãàåòñÿ îãðàíè÷åíèþ ïî ñëåäóþùåìóàëãîðèòìó:

0<r<
1

5
(ðåçêîå óâåëè÷åíèå): Ψ(r)=4r , CJ+1/2=CJ+2(CJ−CJ−1) (21)

r>5 (ðåçêîå óìåíüøåíèå): Ψ(r)=2 , CJ+1/2=CJ+1 (22)
r<0 (ñìåíà çíàêà): Ψ(r)=0 , CJ+1/2=CJ (23)Ýòè òðè ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþò âàðèàíòàì a, b è  íà �èã. 5. Àëãîðèòìðàáîòû îãðàíè÷èòåëÿ SMART ïðîäåìîíñòðèðîâàí â âèäå íîðìàëèçîâàííîéäèàãðàììû [12℄ íà �èã. 6 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Íà ðèñóíêå äëÿ ñðàâíåíèÿòàêæå ïîêàçàíû ãðà�èêè �óíêöèè Ψ(r) äëÿ äðóãèõ êîíâåêòèâíûõ ñõåì:

ΨCEN(r) = 1, ΨSOU(r) = r, ΨFOU(r) = 0.Ïðèìåíåíèå êîíâåêòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ îãðàíè÷èòåëåì ïîç-âîëÿåò ý��åêòèâíî ïîäàâëÿòü íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè ïðè ñîõðàíåíèè
Ψ

r-3 0.2 1 5

1

2

CEN

SOU QUI

FOUÔèã. 6. Äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ ðàáîòó îãðàíè÷èòåëÿ. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêà-çàíî äåéñòâèå ñòàíäàðòíîãî îãðàíè÷èòåëÿ SMART, òîëñòûì ïóíêòèðîì � ãèáðèäíîãîîãðàíè÷èòåëÿ, ó÷èòûâàþùåãî âëèÿíèå äè��óçèè21



âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè. Îäíàêî òàêèå ñõåìû èñêàæàþòïðî�èëü ïåðåíîñèìîé âåëè÷èíû, ÷òî âûðàæàåòñÿ â êëèïïèíãå � ñðåçàíèèâåðõóøêè ïåðåíîñèìîãî ýêñòðåìóìà ñî ñíèæåíèåì åãî àìïëèòóäû, à òàêæåíåêîòîðûõ äðóãèõ ý��åêòàõ.Ïîäîáíûå ý��åêòû íåèçáåæíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåâÿçêèõ òå÷å-íèé, îäíàêî ïðè íàëè÷èè äè��óçèè âåäóò ê íåîïðàâäàííîìó ñíèæåíèþòî÷íîñòè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå àíòèäè��óçèîííûé ïîòîê ÷àñòè÷íî èëèïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåòñÿ ÷èñëåííûì ïîòîêîì äè��óçèîííîãî ÷ëåíà. Ïî-ýòîìó äëÿ òàêèõ òå÷åíèé öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü îãðàíè÷èòåëü ê àëãåá-ðàè÷åñêîé ñóììå êîíâåêòèâíîãî è äè��óçèîííîãî ïîòîêîâ:
FJ+1/2 = V

(

CJ +
3

8
(CJ+1 − CJ) +

1

8
(CJ − CJ−1)

)

−
1

Pe

CJ+1 − CJ

hÏåðåïèñàâ ýòî âûðàæåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíîé �óíê-öèè Ψ(r) è ñåòî÷íîãî ÷èñëà Ïåêëå Pegrid = PeV h, ïîëó÷èì ñëåäóþùèéâèä:
Ψ(r) =

3

4
+

1

4
r −

2

Pegrid
(24)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (24) âìåñòî (20) â àëãîðèòìå (21) � (23), ïî-ëó÷èì ãèáðèäíûé îãðàíè÷èòåëü, ó÷èòûâàþùèé êîìïåíñèðóþùåå âëèÿíèåäè��óçèîííîãî ÷ëåíà. Àëãîðèòì ðàáîòû íîâîãî îãðàíè÷èòåëÿ ïðîèëëþ-ñòðèðîâàí íà �èã. 6, ãäå òîëñòîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçûâàíî îãðàíè-÷åíèå äëÿ �óíêöèè êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà ΨQUI(r) = 3

4 + 1
4 r.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ î÷åíü âûñîêèõ çíà÷åíèé ñåòî÷íîãî ÷èñëàÏåêëå àëãîðèòì áóäåò ïîäîáåí ñõåìå SMART. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè çíà-÷åíèÿõ Pegrid = 22

3 è íèæå îãðàíè÷èòåëü â îêðåñòíîñòè r = 0 ïåðåñòàåòðàáîòàòü, è àëãîðèòì ñòàíåò áëèçîê ê ñõåìå QUI. Îòëè÷èÿ îò QUI áóäóòïðîÿâëÿòüñÿ òîëüêî ïðè î÷åíü áîëüøèõ (ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
r, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçêîìó ñíèæåíèþ ãðàäèåíòà. Îäíàêî òàêîå ïîâåäåíèåïåðåíîñèìîé âåëè÷èíû íåðåàëèñòè÷íî, òàê êàê ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ Pegridåìó ïðåïÿòñòâóåò ñãëàæèâàþùåå âëèÿíèå ñèëüíîé äè��óçèè.Ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà ðåàëèçîâàíà äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âòîðîéñêàëÿðíîé âåëè÷èíû (4), ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûñîêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ïðàí-äòëÿ (Øìèäòà) Pr > 1 èëè Pr ≫ 1. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷èñëåííîé ý��åêòèâ-22



íîñòè â àëãîðèòìå âìåñòî óñëîâíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìîäóëüíàÿàðè�ìåòèêà.Íîâàÿ ñõåìà òåñòèðîâàëàñü â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé Pr (Sc).Ïðè Pr = 1, Pe V ≈ O(103) ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íî-ñòüþ ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ îáû÷íîé ñõåìû QUI. Â ñâîþ î÷åðåäü,ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè ñ î÷åíü íèçêîé äè��ó-çèåé Sc = 103, PeV ≈ O(106) ñõåìà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà ïîëíîå îòñóò-ñòâèå íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé. Òàêæå ñõåìà èñïîëüçîâàëàñü ïðè ïðî-âåäåíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî èçó÷åíèþ êîíâåêòèâíûõ âçàè-ìîäåéñòâèé [3, 4℄, ãäå áûëî ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìèýêñïåðèìåíòà äëÿ òå÷åíèÿ ñ áûñòðûì ïåðåíîñîì �ðîíòà òåìïåðàòóðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïðè áîëüøîì Pr.Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìàïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ïåêëå áëèçêà ê îáû÷íîé ñõåìå SMART, àïðè óìåðåííûõ � ê ñõåìå QUI áåç îãðàíè÷èòåëÿ. Àäàïòèâíûé àëãîðèòì ñõå-ìû âêëþ÷àåò îãðàíè÷èòåëü òîëüêî â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå ñêîðîñòü äâèæåíèÿæèäêîñòè ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî äè��óçèÿ ïåðåñòà-åò ïîäàâëÿòü îñöèëëÿöèè êîíâåêòèâíîé äèñêðåòèçàöèè. Ïðè äàëüíåéøåìïîâûøåíèè ñêîðîñòè âêëàä îãðàíè÷èòåëÿ âîçðàñòàåò è äîñòèãàåò ïîëíî-ãî çíà÷åíèÿ, êîãäà ñêîðîñòü (è ñâÿçàííîå ñ íåé ÷èñëî Ïåêëå) ñòðåìèòñÿê áåñêîíå÷íîñòè. Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó àäàïòèâíîñòè ñõåìà èìååò âûñîêóþòî÷íîñòü â îñíîâíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ è ïîäàâëÿåò îñöèëëÿöèè â îáëàñòÿõðåçêîãî èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòîâ.2.5 Îñîáåííîñòè äèñêðåòèçàöèè äëÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêèÏðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ òå÷åíèé íåîáõîäèìî õîðîøåå ïðîñòðàíñòâåí-íîå ðàçðåøåíèå òîíêèõ ïîãðàíñëîåâ è ìåëêèõ ñòðóêòóð. Â îáëàñòÿõ öè-ëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè êðèòè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ çîíû âáëèçè òîðöåâûõãðàíèö, ïîýòîìó â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè z ñåòêà äîëæíû áûòü ñäåëà-íà íåîäíîðîäíîé. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîé ý��åêòèâíîñòè ÷èñ-ëåííîãî ìåòîäà æåëàòåëüíî ñîõðàíèòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûå øàáëîíûäèñêðåòèçàöèè. Ïîñëåäíåå îñîáåííî âàæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæ-23



íîñòü ðåøàòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ áûñòðûì ïðÿìûì ìåòî-äîì. Îäíàêî êîìïàêòíûå øàáëîíû íå ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿñ ãàðàíòèðîâàííûì âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîäíî-ðîäíîé ñåòêè. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê àïïðîêñèìàöèÿì äè��óçè-îííûõ ïîòîêîâ è ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ äâóõòî÷å÷íûåäèñêðåòèçàöèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè âû÷èñëåíèè êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâïîòåðè òî÷íîñòè íå âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõòî÷å÷íûõ äèñ-êðåòèçàöèé ïî ñõåìå QUI.Ïðîâåäåì àíàëèç ïîãðåøíîñòåé äëÿ èñïîëüçóåìûõ ñõåì äèñêðåòèçà-öèè, Åñëè ñðàâíèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, àïïðîêñèìèðîâàíóþ äëÿ äè��ó-çèîííîãî ÷ëåíà ÷åðåç ðàçíèöó ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ âû÷èñëè-òåëüíîé ÿ÷åéêè êàê (CJ+1−CJ)/hJ+1/2 è (CJ−CJ−1)/hJ−1/2, ñî çíà÷åíèåì,âû÷èñëåííûì ïî èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëå ïî òðåì òî÷êàì, òî ïîëó÷èìñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè:
1

4

hJ−1 − 2hJ + hJ+1

hJÒàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò òîëüêî îò âòî-ðîé ïðîèçâîäíîé øàãà ñåòêè, òî åñòü îò ïëàâíîñòè èçìåíåíèÿ ýòîãî øàãà.Ïðè ýòîì îíà íå çàâèñèò íåïîñðåäñòâåííî îò øàãà, òî åñòü èìååò ïî îòíî-øåíèþ ê íåìó íóëåâîé ïîðÿäîê.Àíàëîãè÷íî, ñðàâíèâ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, àïïðîêñèìèðîâàííûé ÷åðåçðàçíèöó çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ, ñ åãî òðåõòî÷å÷íîé èíòåðïîëÿöèåé,ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè:
1

4

hJ+1 − hJ

hJ

∂2p

∂z2
hJÇäåñü ïîãðåøíîñòü çàâèñèò îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé øàãà ñåòêè, òîåñòü îò åãî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ, à òàêæå îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ,è èìååò ïî îòíîøåíèþ ê øàãó ïåðâûé ïîðÿäîê.Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëå-ìîé òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè, ñîïîñòàâèìîé ñ ïîëó÷åííîé íà ðàâíîìåðíîéñåòêå, íåîáõîäèìî èçáåãàòü áûñòðûõ è ðåçêèõ (íåïëàâíûõ) èçìåíåíèé øàãà24



â îáëàñòÿõ ñ áîëüøèìè èçìåíåíèÿìè ãðàäèåíòîâ àïïðîêñèìèðóåìûõ âåëè-÷èí. Â ÷àñòíîñòè, â ïðèñòåíî÷íûõ îáëàñòÿõ ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè ñåòêàäîëæíà áûòü ñãóùåííàÿ è ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ. Íà îïðåäåëåííîì îò-äàëåíèè îò ñòåíîê, çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîåâ, øàã ñåòêè ìîæåò ïëàâíîìåíÿòüñÿ îò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó (ìàêñèìàëü-íîìó). Íàêîíåö, â îñíîâíîé çîíå òå÷åíèÿ øàã ìîæåò èìåòü ïîñòîÿííîåñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå.Íà �èã. 7 ïîêàçàí ïðî�èëü øàãà ñåòêè (ïî îòíîøåíèþ ê ìàêñèìàëü-íîìó) â íàïðàâëåíèè z äëÿ îäíîãî èç âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà. Íà ãðà�èêå ìîæ-íî âèäåòü çîíû ñãóùåíèÿ ó ãðàíèö z = 0 è z = 1, ãäå øàã ðàâåí 1/4 îòñòàíäàðòíîãî çíà÷åíèÿ, çîíû ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ øàãà, è îñíîâíóþ çîíó ñïîëíûì øàãîì h = hmax. ×èñëî óçëîâ ñåòêè ïî íàïðàâëåíèþ z ðàâíî 120,ìàêñèìàëüíûé øàã � 1/80, ìèíèìàëüíûé � 1/320.
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Ôèã. 7. Ïðèìåð çàâèñèìîñòè øàãà ñåòêè îò êîîðäèíàòû zÏðåäñòàâëåííûé ïðî�èëü îáåñïå÷èâàåò îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü äèñ-êðåòèçàöèè äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ íå õóæå 1/200 äëÿ çîíû ñ ñàìîé ðåçêîéñìåíîé øàãà (â íà÷àëå åãî ðîñòà îò ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû), ÷òî, ñ ó÷åòîìâûíåñåíèÿ ýòîé çîíû çà ïðåäåëû ïîãðàíñëîåâ, ñîïîñòàâèìî ñ òî÷íîñòüþäðóãèõ äèñêðåòèçàöèé. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ìíîæè-òåëü, îïðåäåëÿþùèé ïîãðåøíîñòü, íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 1
40h äëÿ çîíûñ ñàìîé âûñîêîé ñêîðîñòüþ ðîñòà øàãà, ÷òî áëèçêî êî âòîðîìó ïîðÿäêóòî÷íîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðî�èëè ñ áîëåå ïëàâ-íîé ïåðåìåíîé øàãà çà ñ÷åò íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà óçëîâ ñåòêè âðàññìàòðèâàåìîì íàïðàâëåíèè.
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3 Îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ è ìåòîä ïðîåêöèéÍàèáîëåå ý��åêòèâíûì ñïîñîáîì ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ñ âûñî-êîé âðåìåíí�îé òî÷íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1) � (4)ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðîåêöèé. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ñâÿçû-âàíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà èìïóëüñà (1) è íåðàçðûâíîñòè (2) ñ ïîìîùüþâñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ. Óðàâíåíèå Ïóàññîíàÿâëÿåòñÿ ñàìîé ðåñóðñîåìêîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà, ïîýòîìó íà êàæäîì âðå-ìåíí�îì øàãå îíî äîëæíî ðåøàòüñÿ òîëüêî îäèí ðàç, à ñîïðÿæåíèå óðàâíå-íèé ïåðåíîñà è èõ èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè äîëæíû áûòü îðãàíèçîâàíûïî ýêîíîìè÷íîé ñõåìå ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.3.1 Ìåòîä ïðîåêöèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòèÈñòîðè÷åñêè ìåòîä ïðîåêöèé (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � Frational stepmethod) ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ïðèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿñêîðîñòè áåç ó÷åòà óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåìïîëÿ äàâëåíèÿ è êîððåêöèåé ñêîðîñòè äëÿ ïðèâåäåíèÿ åå ê ñîëåíîèäàëüíî-ìó âèäó. �àññìîòðèì ýòîò ìåòîä â áîëåå ñòðîãîé îïåðàòîðíîé �îðìå [14℄.�àñïèøåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìïóëüñà (1) â äèñêðåòíîì âèäå äëÿìîìåíòà âðåìåíè n+ 1
2
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîé òî÷êå íà èíòåðâàëåâûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà n + 1:

~V (n+1) − ~V (n)

∆t
+ L~V (n+1) + H~V (n) = −Gp(n+ 1

2) + s (25)Çäåñü L è H � îïåðàòîðû êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííîé äèñêðåòèçàöèèñêîðîñòè äëÿ íîâîãî è ñòàðîãî âðåìåíí�ûõ øàãîâ,G � äèñêðåòíûé îïåðàòîðãðàäèåíòà, s � ïðî÷èå ÷ëåíû. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:
(I + ∆t L) ~V (n+1) + ∆tG

(

p(n+ 1
2) − p(n− 1

2)
)

=

~V (n) + ∆t
(

−Gp(n− 1
2) − H~V (n) + s

)Ïîäñòàâèâ q âìåñòî p(n+ 1
2)−p(n− 1

2) è r(n) âìåñòî ïðàâîé ÷àñòè è äîáà-âèâ äèñêðåòíûé âèä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (2), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-26



íåíèé
(I + ∆t L) ~V (n+1) + ∆tGq = r(n)

D~V (n+1) = 0Çäåñü D � äèñêðåòíûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèè, ñîãëàñîâàííûé ñ îïå-ðàòîðîì ãðàäèåíòàG. Òåïåðü çàïèøåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîìâèäå:
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∣

∣
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∣
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∣
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∣
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∣

∣
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∣Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó èç ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â âèäå ïðèáëèçèòåëü-íîãî ðàçëîæåíèÿ íà äâà ñîìíîæèòåëÿ è çàïèøåì âìåñòå ñ îøèáî÷íûì ÷ëå-íîì ðàçëîæåíèÿ:
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣

∣
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∣

∣
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∣
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0
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∣
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(26)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îøèáî÷íûé ÷ëåí åñòü òîëüêî â óðàâíåíèè ïåðåíî-ñà èìïóëüñà, è îí èìååò òðåòèé ïîðÿäîê ïî âðåìåíè, òàê êàê q ≈ ∂p
∂t

∆t.Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (25). Â ñâîþî÷åðåäü, äèñêðåòíîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íàâðåìåíí�îì øàãå n+1 íå èìååò îøèáî÷íîãî ÷ëåíà è ðåøàåòñÿ òî÷íî. Òåïåðüðåøèì â äâà ýòàïà ðàçëîæåííîå óðàâíåíèå (26):
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣

∣

∣

∣
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∣Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ çàïèñü àëãîðèòìà ìåòîäà ïðî-åêöèé, â êîòîðîé ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå (íåñîëåíîèäàëüíîå)ïîëå ñêîðîñòè äëÿ íîâîãî âðåìåíí�îãî øàãà ~V (∗) ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèÿäàâëåíèÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà, ïîòîì ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿâåëè÷èíû q (èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ) è ïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ ïîëÿ ñêîðî-27



ñòè ñ ïðèâåäåíèåì åãî ê ñîëåíîèäàëüíîìó âèäó:
(I + ∆t L) ~V (∗) = ~V (n) + ∆t

(

−Gp(n− 1
2) − H~V (n) + s

)

DGq =
1

∆t
D~V (∗)

~V (n+1) = ~V (∗) − ∆tGq

p(n+ 1
2) = p(n− 1

2) + qÏðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè âìåñòîöåíòðàëüíîé ðàçíîñòè ~V (n+1)−~V (n)

∆t
àëãîðèòì îñòàíåòñÿ òàêèì æå, òîëüêî ïå-ðåä ÷ëåíàìè ∆t ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íåáîëüøîé êîý��èöèåíò.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîåêöèé â èçëîæåííîì âèäå îáåñïå÷èâàåò âòî-ðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè äëÿ ñêîðîñòè è ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåò ñî-áëþäåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñ òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ìåòîäîìðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.3.2 Îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéÌåòîä ïðîåêöèé îáåñïå÷èâàåò ñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà èìïóëüñà(1) è íåðàçðûâíîñòè (2) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî âðåìåíè. Ïðèýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðîèçâîäèòñÿ ÷àñòè÷íî íåÿâíûì ìåòîäîì, ñòàêîé æå òî÷íîñòüþ. Òåïåðü ñ íèìè íåîáõîäèìî àíàëîãè÷íî ñâÿçàòü óðàâ-íåíèÿ ïåðåíîñà ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí (3) è (4), òàêæå îáåñïå÷èâ âòîðîé ïî-ðÿäîê òî÷íîñòè êàê äëÿ ñâÿçûâàíèÿ, òàê è äëÿ ðåøåíèÿ.Ý��åêòèâíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèèñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ íà ñåðåäèíå âðåìåíí�îãî øàãà. Íàïðèìåð, ïðè ðå-øåíèè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èìïóëüñà (25) íåîáõîäèìî èñïîëü-çîâàòü çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû θ(n+ 1

2) (èëè êîíöåíòðàöèè C(n+ 1
2)). Åñëè áûýòà âåëè÷èíà áûëà îïðåäåëåíà, êàê è ñêîðîñòü, íà öåëîì øàãå, çíà÷åíèåíà ìîìåíò âðåìåíè n + 1

2
ïðèøëîñü áû âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ýêñòðàïîëÿ-öèè ñ ïðåäûäóùèõ âðåìåíí�ûõ øàãîâ n − 1 è n, òàê êàê çíà÷åíèå θ(n+1),íåîáõîäèìîå äëÿ èíòåðïîëÿöèè, ê ýòîìó ìîìåíòó åùå íå âû÷èñëåíî.Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ äëÿ îäíîãî âðåìåíí�îãîøàãà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (25) ñ èñïîëü-28



çîâàíèåì ìåòîäà ïðîåêöèé è âû÷èñëÿåòñÿ ñêîðîñòü ~V (n+1). Çàòåì ðåøàåòñÿóðàâíåíèå ïåðåíîñà ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû â íîâîì ïîëå ñêîðîñòè è âû÷èñ-ëÿåòñÿ çíà÷åíèå θ(n+ 3
2) (è/èëè C(n+ 3

2)). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðàçàïèñûâàåòñÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè n + 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîéòî÷êå íà èíòåðâàëå âûïîëíåíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà n + 3
2 :

θ(n+ 3
2) − θ(n+ 1

2)

∆t
= f

(

θ(n+ 3
2), θ(n+ 1

2), ~V (n+1)
)Òàêîå ðàçíåñåíèå íà ïîëîâèíó øàãà ïî âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò íåÿâíîåñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé (1) è (2) ñî ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè (3) è (4) áåçïðèìåíåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèé ñ ïðåäûäóùèõ øàãîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ãàðàíòè-ðîâàòü òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.4 Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíèÄëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòè÷íî íåÿâíàÿ ñõåìà.Íåÿâíî òðàêòóþòñÿ êðèòè÷åñêèå ÷àñòè àëãîðèòìà � äè��óçèîííûå ÷ëå-íû óðàâíåíèé (1), (3) è (4) â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ϕ, à òàêæå äè�-�óçèîííûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïåðâîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (3)â îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ è, îïöèîíàëüíî, äè��óçèîííûå ÷ëåíû îñòàëü-íûõ óðàâíåíèé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè z. Âûáîð êðèòè÷åñêèõ ÷ëåíîâîáóñëîâëåí â ïåðâóþ î÷åðåäü ñïåöè�èêîé ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñìàëûì øàãîì ñåòêè ïî àçèìóòó ó îñè öèëèíäðà, à òàêæå íåîáõîäèìîñòüþìîäåëèðîâàòü òå÷åíèÿ ñ íèçêèì ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ è ñ òîíêèìè ïîãðàíñëî-ÿìè ó òîðöåâûõ ãðàíèö.Â ñâîþ î÷åðåäü, êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû òðàêòóþòñÿ ÿâíî, òàê êàê èõíåëèíåéíûé õàðàêòåð íå ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü äîñòàòî÷íî ýêîíîìè÷íóþè òî÷íóþ íåÿâíóþ ñõåìó. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåìïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ ñìÿã÷åíèÿ òðåáî-âàíèÿ ê âðåìåíí�îìó øàãó èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà äèñêðåòèçàöèè ó îñè öèëèí-äðà ñ ïîâûøåííûì ïîðîãîì óñòîé÷èâîñòè â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè(ñì. ðàçäåë 2.3).Êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä ñ èçáèðàòåëüíûì èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé29



ñõåìû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, à òàêæåóïðîñòèòü ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ïðè ýòîì âûíóæ-äåííîå óìåíüøåíèå âðåìåíí�îãî øàãà â ñâÿçè èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé ñõåìûäëÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ âåäåò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿïî âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü ñõå-ìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.4.1 Ñîïðÿæåíèå ÿâíîé è íåÿâíîé ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ�àññìîòðèì îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â äèñêðåòíîì âèäå:
C(n+1) − C(n)

∆t
+ LC(n+1) + HC(n) = 0 (27)Çäåñü L è H � îïåðàòîðû êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííîé äèñêðåòèçàöèèäëÿ íîâîãî è ñòàðîãî âðåìåíí�ûõ øàãîâ. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â ñëåäóþ-ùåì âèäå:

C(n+1) = C(n) − ∆t LC(n+1) − ∆tHC(n) (28)�àññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ÿâíóþ è íåÿâíóþ ñõåìû èíòåãðèðîâà-íèÿ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, à òàêæå ðàçëè÷íûå âàðèàíòûèõ ñîïðÿæåíèÿ. ßâíàÿ äâóõøàãîâàÿ ñõåìà �óíãå-Êóòòà (RK2) âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì:
C(∗) = C(n) − ∆tHC(n)

C(n+1) = C(n) −
∆t

2
HC(n) −

∆t

2
HC(∗)Çäåñü ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ íîâîãî øà-ãà ïî âðåìåíè C(∗), èìåþùåå ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Çàòåì ïî ìåòîäóòðàïåöèé âû÷èñëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå C(n+1). Íåÿâíûé îïåðàòîð

L äëÿ ýòîé ñõåìû îòñóòñòâóåò.Íåÿâíàÿ ñõåìà Êðàíêà-Íèêîëñîíà (C-N) òàêæå èñïîëüçóåò ìåòîä òðà-ïåöèé:
C(n+1) = C(n) −

∆t

2
LC(n) −

∆t

2
LC(n+1)
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Ïåðåïèøåì ñõåìó Êðàíêà-Íèêîëñîíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
C(∗) = C(n) − ∆t LC(n)

(

I +
∆t

2
L

)

(

C(n+1) − C(n)
)

=
(

C(∗) − C(n)
) (29)Òàêîé âèä áóäåò óäîáåí äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ìåòîäà ïåðåìåííûõ íà-ïðàâëåíèé, à òàêæå äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà. Îòìåòèì, ÷òîïåðâûé øàã ïåðåïèñàííîãî àëãîðèòìà C-N âû÷èñëÿåò ïðîìåæóòî÷íîå çíà-÷åíèå C(∗) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè è ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì øàãîì RK2,à âòîðîé øàã ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåÿâíóþ êîððåêöèþ ýòîãî çíà÷åíèÿ ñïîâûøåíèåì òî÷íîñòè äî âòîðîãî ïîðÿäêà.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ïîëíîãî ÿâíî-íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ(28) è ïðîèçâåäåì îáúåäèíåíèå ñõåì àëãîðèòìîâ RK2 è C-N:

C(∗) = C(n) − ∆t LC(n) − ∆tHC(n) (30)
C(n+1) = C(n) −

∆t

2
LC(n) −

∆t

2
LC(n+1) −

∆t

2
HC(n) −

∆t

2
HC(∗) (31)Ïåðåïèøåì âòîðîé øàã àëãîðèòìà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C(∗∗) = C(n) −
∆t

2
LC(n) −

∆t

2
LC(∗) −

∆t

2
HC(n) −

∆t

2
HC(∗)

(

I +
∆t

2
L

)

(

C(n+1) − C(∗)
)

=
(

C(∗∗) − C(∗)
) (32)Â ðåçóëüòàòå àëãîðèòì ñòàë ñîñòîÿòü èç òðåõ øàãîâ � äâóõ øàãîâRK2, âû÷èñëÿþùèõ ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå C(∗∗) ïî ÿâíîé ñõåìå ñî âòî-ðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, è ïîñëåäóþùåé íåÿâíîé êîððåêöèè ýòîãî çíà÷å-íèÿ. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì î÷åíü óäîáåí äëÿ ðåàëèçàöèè, òàê êàê ïîç-âîëÿåò óíè�èöèðîâàòü âû÷èñëåíèå øàãîâ RK2 è èçáåæàòü äóáëèðîâàíèÿêîäà. Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èìïóëüñà (1) èâòîðîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (4) ñ ïðèìåíåíèåì íåÿâíîé ñõåìû äëÿ äè�-�óçèîííûõ ÷ëåíîâ ïî íàïðàâëåíèþ ϕ. Îäíàêî äëÿ íåÿâíîé ñõåìû ìåòîäàïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé äàííûé àëãîðèòì íå ïîäõîäèò, òàê êàê çíà÷åíèå

C(∗∗) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âû÷èñëåíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòèáîëåå ÷åì ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ è íåÿâíàÿ êîððåêöèÿ íå ñðàáîòàåò.31



Ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè ïðîèçâîäèòü íåÿâíóþ êîð-ðåêöèþ ìåòîäà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå âû÷èñëå-íèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ C(∗), è òîëüêî ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿòü âòî-ðîé øàã RK2 äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÿâíûõ ÷ëåíîâ äî âòîðîãî ïîðÿäêà.Íîâûé àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä:
C(∗) = C(n) − ∆t LC(n) − ∆tHC(n)
(

I +
∆t

2
L

)

(

C(∗∗) − C(n)
)

=
(

C(∗) − C(n)
) (33)

C(n+1) = C(∗∗) −
∆t

2
H
(

C(∗∗) − C(n)
)Ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ C(n+1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîãîâûðàæåíèÿ:

C(n+1) = C(n) −
∆t

2
LC(n) −

∆t

2
LC(∗∗) −

∆t

2
HC(n) −

∆t

2
HC(∗∗) (34)Çäåñü ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ íîâîãî øàãà ïî âðåìåíè C(∗∗) âû-÷èñëåíî ñ ïðèìåíåíèåì íåÿâíîé êîððåêöèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ,íî èìååò òîëüêî ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Ïîñëåäíèé (òðåòèé) øàã àë-ãîðèòìà ïðîèçâîäèò ÿâíóþ êîððåêöèþ ïî àíàëîãèè ñ íåÿâíîé êîððåêöèåéíà âòîðîì øàãå. Â ðåçóëüòàòå �îðìóëà (34) èìååò ñèììåòðè÷íûé âèä ïîîòíîøåíèþ ê ÿâíûì è íåÿâíûì ÷ëåíàì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî, â îòëè÷èå îò�îðìóëû (31), íåÿâíûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð L ïðèìåíÿåòñÿ íå ê îêîí÷à-òåëüíîìó çíà÷åíèþ, à ê ïðîìåæóòî÷íîìó, ïðàâèëî òðàïåöèè ñîáëþäàåòñÿ,è ðåçóëüòàò èìååò òàêæå âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Àëãîðèòì (33) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïåðâîéñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (3), à òàêæå (îïöèîíàëüíî) äëÿ íåÿâíîé òðàêòîâêèäè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé â íàïðàâëåíèè z.Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èì-ïóëüñà ïðîèçâîäèòñÿ â âåêòîðíîì âèäå. Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé (ÿâ-íûé) øàã àëãîðèòìà (30) äëÿ âñåõ òðåõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, à çàòåì îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ êîððåêöèÿ, ïîâûøàþùàÿ òî÷íîñòü äî âòîðîãîïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé (5) � (7).32



4.2 Ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèéÈñïîëüçîâàíèå íåÿâíîé ñõåìû â íåñêîëüêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëå-íèÿõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé, ñîäåðæàùåé 5èëè 7 äèàãîíàëåé (â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ðàçìåðíîñòåé) è èìåþùåé ðàç-ðåæåííóþ ñòðóêòóðó. Íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû òðåáóåòî÷åíü áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèéïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñùåïëåíèÿ èñõîäíîé ñëîæíîé ìàòðèöû íà 2 èëè 3ïðîñòûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñîìíîæèòåëÿ ïðè ñîõðàíåíèè âòîðîãî ïîðÿä-êà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.�àññìîòðèì ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿíà ïðèìåðå íåÿâíîé êîððåêöèè â ìåòîäå Êðàíêà-Íèêîëñîíà. Ïðåäñòàâèìîïåðàòîð äèñêðåòèçàöèè L â âèäå ñóììû äâóõ îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ èçàïèøåì ïðèáëèçèòåëüíîå ðàçëîæåíèå íà äâà ñîìíîæèòåëÿ âìåñòå ñ îøè-áî÷íûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ:
(

I +
∆t

2
L(x) +

∆t

2
L(y)

)

=

(

I +
∆t

2
L(x)

)(

I +
∆t

2
L(y)

)

−
∆t2

4
L(x)L(y)Îøèáî÷íûé ÷ëåí èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî âðåìåíè, ÷òî ñîîòâåòñòâó-åò âñåãî ëèøü ïåðâîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (27). Íåäîñòàþ-ùèé ïîðÿäîê ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè èñïîëüçîâàòü çàïèñü ñõåìû C-N ïî�îðìóëå (29). Â ýòîì ñëó÷àå îøèáî÷íûé ÷ëåí áóäåò ðàâåí

∆t2

4
L(x)L(y)

(

C(n+1) − C(n)
)

≈
∆t3

4
L(x)L(y)

∂C

∂tÒàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè äëÿóðàâíåíèÿ (27). Âûðàæåíèå äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî.Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ âóðàâíåíèè ïåðåíîñà ïåðâîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (3) ïðè ïðîâåäåíèè ìíî-ãîìåðíîé íåÿâíîé êîððåêöèè ïî �îðìóëå (33) ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãîïðèìåíåíèÿ îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ.4.3 Íåÿâíàÿ òðàêòîâêà ïåðåêðåñòíûõ äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâÄè��óçèîííûå ÷ëåíû óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè Vr (5) è Vϕ (6)â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ϕ ñîäåðæàò âçàèìíî ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû.33



Ïîýòîìó íåÿâíóþ êîððåêöèþ ïî �îðìóëå (32) äëÿ Vr è Vϕ íóæíî ïðîèç-âîäèòü ñîâìåñòíî, à íå ïî îòäåëüíîñòè. Âûïèøåì ýòè ÷ëåíû ñ èñïîëüçîâà-íèåì ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà:
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣
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è ïðåäñòàâèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð (I + ∆t
2 L
) â âèäå ïðèáëè-çèòåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âìåñòå ñ îøèáî÷íûì ÷ëåíîì:
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∆t2
)

∣

∣

∣

∣

∣Òåïåðü ðåøèì â äâà ýòàïà ðàçëîæåííîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå, ñîîò-âåòñòâóþùåå �îðìóëå (32), è ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàïèñü àëãîðèòìà äëÿíåÿâíîé êîððåêöèè ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãè÷íîéíîòàöèè:
(

I +
∆t

2
L1

)

(

V (∗∗∗)
r − V (∗)

r

)

=
(

V (∗∗)
r − V (∗)

r

)

(

I +
∆t

2
L2

)

(

V (n+1)
ϕ − V (∗)

ϕ

)

=
(

V (∗∗)
ϕ − V (∗)

ϕ

)

−
∆t

2
A2

(

V (∗∗∗)
r − V (∗)

r

)

(

I +
∆t

2
L1

)

(

V (n+1)
r − V (∗∗∗)

r

)

= −
∆t

2
A1

(

V (n+1)
ϕ − V (∗)

ϕ

)Çäåñü ê äâóì îñíîâíûì øàãàì àëãîðèòìà äëÿ íåÿâíîé êîððåêöèè Vrè Vϕ äîáàâèëñÿ òðåòèé, îáåñïå÷èâàþùèé íåÿâíîå ñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé (5)è (6) ÷åðåç ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû. Îòìåòèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ðàçëîæåíèÿìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, çàïèñàííîãî ïî àíàëîãèè ñ �îðìóëîé (32), èìååòòðåòèé ïîðÿäîê, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè äëÿ èñõîä-íûõ óðàâíåíèé.Ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ìåòîäà ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ïî-ðîã óñòîé÷èâîñòè ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿíà âðåìåíí�îé øàã, ñâÿçàííûå ñ äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè è îáóñëîâëåííûåìàëûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó óçëàìè ñåòêè âáëèçè îñè öèëèíäðà.34



4.4 Ïñåâäîñòàöèîíàðíûé ðåæèì�àññìîòðåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò ðåàëèñòè÷-íîå ìîäåëèðîâàíèå ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâòðåáóåòñÿ óñêîðåííîå äîñòèæåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ëèáî ïîëó÷åíèåïñåâäîñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ [3℄.Äëÿ ðàñ÷åòà ïñåâäîñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïðèìåíåíà ñïåöèàëüíàÿñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ñóòü äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â èñ-ïîëüçîâàíèè ðàçíûõ êîý��èöèåíòîâ âî âðåìåíí�ûõ ÷ëåíàõ ∂/∂t óðàâíåíèéïåðåíîñà èìïóëüñà (1) è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé (3). Óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðàìîäè�èöèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íåì ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàçâèâàë-ñÿ íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì â óðàâíåíèè äëÿ èìïóëüñà. Áëàãîäàðÿ òàêîìóèñêàæåíèþ ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîáèòüñÿ�îðñèðîâàííîãî ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòà ìîäåëèðîâàíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìóâèäó. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîððåêòíûì ðåøåíèåì ñèñòå-ìû óðàâíåíèé (1) � (3) ñ èñêëþ÷åííûìè èç íèõ âðåìåíí�ûìè ÷ëåíàìè ∂/∂t.Ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñêàëÿðà (òåìïåðàòóðû) èìå-åò âèä
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∇2θÊîý��èöèåíò CF õàðàêòåðèçóåò óñêîðåíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëàâ ñðàâíåíèè ñ ïåðåíîñîì èìïóëüñà. Â ðàñ÷åòàõ [3℄ èñïîëüçîâàëîñü çíà÷å-íèå CF = 4, ïîçâîëèâøåå ïðèâåñòè èçíà÷àëüíî êîëåáàòåëüíîå òå÷åíèå êñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, óñòðåìèâ çíà÷åíèå êî-ý��èöèåíòà CF ê áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíóþ ñõåìóèíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿïî âðåìåíè èçâåñòåíà ïîä íàçâàíèåì "False transient method".4.5 Êîíòðîëü øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíèÂ ïðåäñòàâëåííîì ìåòîäå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâðåìåíí�îé øàã íà ïðîòÿæåíèè ñåàíñà ìîäåëèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-íûì. Ýòî îãðàíè÷åíèå âûçâàíî òåì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ïåðåìåííîãî øàãà ïî-35



òðåáîâàëà áû óñëîæíåíèÿ ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñòðîãîãî îáåñïå÷åíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, à òàêæå ââåäåíèÿ íåî÷åâèäíûõ è íåáåçîïàñíûõ(ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðàñ÷åòà) ìåòîäîâ àäàïòèâíîéïîäñòðîéêè øàãà. Îäíàêî ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïðèíóäèòåëüíî ìåíÿòü øàãâ ïðîöåññå ñ÷åòà ëèáî ïðè ïîâòîðíîì ñòàðòå çàäà÷è ñ êîíòðîëüíîé òî÷êèâ ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âëèÿíèå îäíîðàçîâûõ èçìåíåíèé øàãà íà òî÷íîñòüáóäåò íåçíà÷èòåëüíûì.Êîíòðîëü âðåìåíí�îãî øàãà ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâ-ëÿåò èç ñåáÿ ñëîæíóþ çàäà÷ó, òàê êàê ëîêàëüíûå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé-÷èâîñòè ïî êðèòåðèþ CFL è ïðî÷èì îãðàíè÷åíèÿì ìîãóò ïîðîäèòü íå�è-çè÷åñêèå ý��åêòû, ïðè ýòîì íå ïðèâîäÿ ê ðàçðóøåíèþ ðàñ÷åòà. Îòñëåæè-âàíèå ëîêàëüíîãî ÷èñëà CFL òàêæå çàòðóäíåíî â ñâÿçè ñ ìíîãîìåðíîñòüþìåòîäà è îñîáåííîñòÿìè ñî÷åòàíèÿ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ñõåì äëÿ öèëèíäðè-÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Óäîáíûì ñïîñîáîì êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ îòñëåæèâàíèå íîðìû (ìàêñè-ìóìà ìîäóëÿ ïî âñåé îáëàñòè) äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè ñðàçó ïîñëå âû÷èñëå-íèå ïðîìåæóòî÷íîãî (íåñîëåíîèäàëüíîãî) ïîëÿ, òî åñòü íåïîñðåäñòâåííîïåðåä âûïîëíåíèåì êîððåêöèè ñêîðîñòè ïî ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ â ìåòî-äå ïðîåêöèé. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîðîãè óñòîé÷èâîñòè íå íàðóøàþòñÿ, ýòàâåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü äèíàìèêîé ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà è çíà÷å-íèåì øàãà ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà íîðìà äèâåðãåíöèèñêîðîñòè ðåçêî âîçðàñòàåò, ÷òî ïîçâîëÿåò îòñëåäèòü íàðóøåíèÿ â ðàñ÷åòå.Äðóãèìè ñîïîñîáàìè ýòè íàðóøåíèÿ îáíàðóæèòü òðóäíî, òàê êàê ñõåìàìåòîäà ïðîåêöèé íåìåäëåííî âîçâðàùàåò äèâåðãåíöèþ â íóëåâîå çíà÷åíèå,è îñòàþòñÿ òîëüêî êîñâåííûå (íå�èçè÷åñêèå) íàðóøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóòïðîÿâèòüñÿ íàìíîãî ïîçæå.Îïèñàííûé ñïîñîá êîíòðîëÿ óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ïðîâåäåíèèïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [3, 4℄. Äàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòüïåðâîíà÷àëüíóþ íàñòðîéêó è îïåðàòèâíóþ àäàïòàöèþ âðåìåíí�îãî øàãàïðè ãàðàíòèðîâàííîì îáåñïå÷åíèè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
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5 Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ðåñóðñîåìêîé÷àñòüþ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàòðèöà ëè-íåéíîé ñèñòåìû äèñêðåòèçèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóò-ñòâèåì ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ è èìååò ðàçðåæåííóþ ñòðóê-òóðó. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ìàòðèöû äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà,ê íåé íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Ïëîõàÿîáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñâÿçàíà ñ îñîáåííîñòÿìèñîîòâåòñòâóþùåãî åé �èçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà � ïåðåíîñà èí�îðìàöèè âíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç äàâëåíèå ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà â óðàâíåíèè Ïó-àññîíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñåïàðàáåëüíîñòè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî íà îðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó îäíîìåð-íûõ îïåðàòîðîâ, è ïðè ýòîì êàæäàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ áóäåò çàâèñåòü òîëüêîîò ñâîåé êîîðäèíàòû: L(i, j) = Lxx(i) + Lyy(j) (äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ).Áëàãîäàðÿ ýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòÿõ ðåãóëÿðíîéãåîìåòðèè ïðè íàëîæåíèè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ ìîæåò áûòü ðàçðàáîòàí áûñòðûé ïðÿìîé ìåòîä, îòíîñÿùèéñÿ ê êëàññóìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.�àññìîòðèì äèñêðåòíûé âèä óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äâóìåðíîé çà-äà÷è:
Lxx(i)q(i, j) + Lyy(j)q(i, j) = f(i, j) (35)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñóñîáñòâåííûõ �óíêöèé îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Lxx :

q(i, j) =
∑

m

q̃m(j)ϕm(i) (36)
f(i, j) =

∑

m

f̃m(j)ϕm(i) (37)Çäåñü ϕm(i) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà, q̃m(j) � èñêîìûå êî-ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíîé q(i, j), f̃m(j) � êîý��èöèåíòû ðàçëî-æåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ ïî m íå ïîêàçàíû,37



òàê êàê îíè çàâèñÿò îò òèïà äèñêðåòèçàöèè. Êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ
ϕm(i) èìååò ñâÿçàííîå ñ íåé ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λm:

Lxx(i)ϕm(i) = λmϕm(i) (38)Ïîäñòàâèì (36) � (38) â óðàâíåíèå (35) è ïîëó÷èì, ñ ó÷åòîì âçàèìíîéîðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ îäíîìåð-íûõ óðàâíåíèé:
λmq̃m(j) + Lyy(j)q̃m(j) = f̃m(j) (39)Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ êòðåì ýòàïàì: ðàçëîæåíèþ �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ f(i, j) â ðÿä

f̃m(j), ðåøåíèþ íåçàâèñèìûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé (39) è ñóììèðîâàíèþðÿäà q̃m(j) äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè q(i, j). Ïðè ýòîì êàæäîåèç óðàâíåíèé (39) èìååò ïðîñòóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó è ðåøàåòñÿìåòîäîì ïðîãîíêè.Äàííûé àëãîðèòì øèðîêî èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà Ôóðüå.Â ýòîì ìåòîäå ðàçëîæåíèå â ðÿä è ñóììèðîâàíèå ðÿäà ïðîèçâîäÿòñÿ ñïîìîùüþ Áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Îäíàêî åãî ïðèìåíè-ìîñòü îãðàíè÷åíà ñïåöèàëüíûì âèäîì ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó íà-ïðàâëåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó îïåðàòîðó Lxx : ñåòêà äîëæíà áûòü ðàâíî-ìåðíîé, ÷èñëî óçëîâ äîëæíî áûòü ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè (ëèáî ïðîèçâåäå-íèþ íåáîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë), è ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðåäúÿâëÿþòñÿîïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåòîä Ôóðüå î÷åíü ýêîíîìè÷åí,òàê êàê ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ÁÏÔ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèíóçåë ñåòêè, èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è âñîîòâåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè.Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå è ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäÿòñÿ íå-ïîñðåäñòâåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïðèýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà îäèí óçåë ñåòêè èìåþò ëèíåéíóþ çàâèñè-ìîñòü îò ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîìñëó÷àå àëãîðèòì íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà ðàâíîìåðíîñòü ñåòêè è÷èñëî óçëîâ.Â îïèñûâàåìîì ÷èñëåííîì ìåòîäå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíàâ îáëàñòÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ ñî÷åòàíèå îáîèõ âà-38



ðèàíòîâ. Äëÿ àçèìóòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ϕ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ôóðüå ñèñïîëüçîâàíèåì ÁÏÔ, à äëÿ îñåâîãî íàïðàâëåíèÿ z � îáùèé âèä ìåòîäà ñïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö. Ïîñëå äâóõ ýòàïîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøàþòñÿ íåçàâè-ñèìûå ñèñòåìû ñ òðåõäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëå-íèè r, à çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ â îáðàòíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè (ñíà÷àëà ïî z, ïîòîì ïî ϕ).Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñíÿòü òðåáîâàíèÿ ïî ñåòêå â íà-ïðàâëåíèè z è îáåñïå÷èòü ñãóùåíèÿ ó òîðöåâûõ ãðàíèö, íåîáõîäèìûå äëÿìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â òîíêèõ ïîãðàíñëîÿõ. Ïðè ýòîì �îðìàëüíî îíÿâëÿåòñÿ î÷åíü äîðîãèì: íà îäèí óçåë ñåòêè ïðèõîäèòñÿ O(N) àðè�ìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé, â òî âðåìÿ êàê ìåòîä Ôóðüå òðåáóåò âñåãî O(log(N)), àèñïîëüçîâàâøèéñÿ ðàíåå ìåòîä ðàññå÷åíèÿ îáëàñòè [15℄ � O(sqrt(N)) îïå-ðàöèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå íîâûé ìåòîä îêàçûâàåòñÿ âïîëíå êîíêóðåíòî-ñïîñîáíûì ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñ îñòàëüíûìè, òàê êàê ïðîöåäóðû ïåðå-ìíîæåíèÿ ìàòðèö â ñîâðåìåííûõ ïðîöåññîðàõ âûïîëíÿþòñÿ î÷åíü áûñòðî� äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóþò îïòèìèçèðîâàííûå ïîäïðîãðàììû â áèáëèîòåêàõBLAS-3, ïîçâîëÿþùèå äîñòèãàòü 80% îò ïèêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Âñëåäóþùèõ ïîêîëåíèÿõ ïðîöåññîðîâ ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö áóäåò ïðîèç-âîäèòüñÿ åùå áûñòðåå, ÷òî ïîçâîëèò ñíèçèòü ñòîèìîñòü ìåòîäà. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ñõåìû àäðåñàöèè ïàìÿòè â àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäàõ ÿâëÿþòñÿíåîïòèìàëüíûìè äëÿ ñîâðåìåííûõ ïðîöåññîðîâ è ñóùåñòâåííî ñíèæàþòñêîðîñòü âû÷èñëåíèé.Â ðåçóëüòàòå íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ðàáîòàåò âñå-ãî â 1.5 ðàçà ìåäëåííåå, ÷åì ìåòîä Ôóðüå, ïðè ýòîì íå èìåÿ îãðàíè÷åíèéïî ñåòêå â íàïðàâëåíèè z. �àíåå èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðàññå÷åíèè îáëà-ñòè [15℄, êîòîðûé òîæå íå èìååò îãðàíè÷åíèé ïî ñåòêå. Ýòîò ìåòîä îñíîâàííà ðàçáèåíèè äâóìåðíîé îáëàñòè íà óçêèå ïîëîñû, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòî-ðàìè, ñ ïåðåíóìåðàöèåé óçëîâ ñåòêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþ-ùàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé ñèñòåìû èìåëà ìåíüøóþ øèðèíó ëåíòû. Â ðåçóëü-òàòå ïðèìåíåíèå ñëîæíîé ñõåìû ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïîçâîëÿåò ñíèçèòü�îðìàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîèìîñòü àëãîðèòìà äî O(sqrt(N)) îïåðà-öèé íà îäèí óçåë ñåòêè. Îäíàêî íîâûé ìåòîä, íåñìîòðÿ íà âû÷èñëèòåëüíóþñëîæíîñòü O(N), îêàçàëñÿ íåñêîëüêî áûñòðåå ìåòîäà ðàññå÷åíèÿ îáëàñòè.39



Êðîìå òîãî, îí îáëàäàåò õîðîøèì ïîòåíöèàëîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ðåøåíèå óðàâíåíèÿÏóàññîíà (êàê è äðóãèå áûñòðûå ïðÿìûå ìåòîäû) èìååò íà ïîðÿäîê áîëååâûñîêóþ ñêîðîñòü ðàáîòû, ÷åì èòåðàöèîííûå íà îñíîâå ïðåîáóñëîâëåííîãîìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [16℄. Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè íàñòî-ÿùåãî ìåòîäà ñóììàðíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà âìåñòåñ ïðîöåäóðàìè êîððåêöèè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò âñåãî 20-25%îò îáùåãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Áîëåå êîíêóðåíòîñïîñîáíûìè èç èòå-ðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîñåòî÷íûå (ìóëüòèãðèä), õîòÿ è îíè âíåñêîëüêî ðàç ìåäëåííåå ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Ïðèìåíåíèå ìíîãîñåòî÷íûõ ìå-òîäîâ ñòàíåò íåîáõîäèìûì ïðè ïåðåõîäå íà íåîðòîãîíàëüíûå ðàñ÷åòíûåñåòêè.6 Îïòèìèçàöèÿ è ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìàÎïèñàííûé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ÷èñëåííûé ìåòîä îñíîâàí íà ý��åê-òèâíîé ñõåìå ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ÿâíûõ èíåÿâíûõ ïðîöåäóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è èñïîëüçîâàíèåì áûñò-ðîãî ïðÿìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Âñå ýòàïû àëãîðèòìàðàñ÷åòà çàïðîãðàììèðîâàíû ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèê è îãðàíè÷åíèé ñîâðå-ìåííûõ ìèêðîïðîöåññîðîâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó äîñòèãíóòà âûñîêàÿ âû÷èñëè-òåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ðåà-ëèñòè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòà-öèîíàðíûõ òå÷åíèé â ïåðåõîäíûõ è òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ.Îäíàêî ñ ïåðåõîäîì ê áîëåå âûñîêîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó è âðå-ìåíí�îìó ðàçðåøåíèþ äëÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè òðåáó-åòñÿ ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ìåòîäà. Äëÿ ïðèìåðà, ðàñ÷åò çàäà÷è ñ ðàç-ìåðîì ñåòêè 106 óçëîâ è 1 ìëí øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè çàíÿë â2004 ãîäó áîëåå 10 ñóòîê íà îäíîÿäåðíîì ïðîöåññîðå [2℄. Ñ òåõ ïîð ïðîèç-âîäèòåëüíîñòü ïðîöåññîðíîãî ÿäðà âûðîñëà âñåãî â 2-3 ðàçà, ÷òî íåäîñòà-òî÷íî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âîçðîñøèõ ïîòðåáíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿäàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñ÷åòà íåîáõîäèìî ðàñïàðàëëåëèâàíèåàëãîðèòìà äëÿ ñîâðåìåííûõ ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ è âû÷èñëèòåëü-40



íûõ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ.�àíåå ïàðàëëåëüíûé ñ÷åò áûë âîçìîæåí òîëüêî íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðå-äåëåííîé ïàìÿòüþ (êëàñòåðàõ). Êàê ïðàâèëî, òàêèå ñèñòåìû óñòàíàâëèâà-þòñÿ â íåìíîãî÷èñëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ öåíòðàõ êîëëåêòèâíîãî ïîëü-çîâàíèÿ èëè êðóïíûõ ëàáîðàòîðèÿõ, è äîñòóï ê íèì îãðàíè÷åí. �àñïàðàë-ëåëèâàíèå äëÿ ýòèõ ñèñòåì ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî â ðàìêàõ ìîäåëèñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè MPI, ÷òî òðåáóåòçíà÷èòåëüíîé ïåðåäåëêè ñóùåñòâóþùèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ìíîãèå àëãî-ðèòìû íå ìîãóò áûòü ý��åêòèâíî ðàñïàðàëëåëåíû â ýòîé ìîäåëè.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ìàññîâîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìíîãîÿäåð-íûå ïðîöåññîðû. Òèïè÷íûé ñîâðåìåííûé ïðîöåññîð èìååò îò 4 äî 8 âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ÿäåð è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíóþ ñèñòåìóñ îáùåé ïàìÿòüþ. Íåáîëüøîé äâóõïðîöåññîðíûé ñåðâåð (èëè óçåë êëàñòå-ðà), ïîñòðîåííûé íà òàêèõ ïðîöåññîðàõ, ìîæåò ñîäåðæàòü îò 8 äî 16 ÿäåð.Â ñâÿçè ñ øèðîêîé äîñòóïíîñòüþ ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåì êðèòåðèè è ìåòî-äû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äîëæíû áûòü ïåðåñìîòðåíû. �àíüøå ðàñïàðàëëå-ëèâàíèå áûëî ëèøü îïöèåé, êîãäà îïûòíûé ïðîãðàììèñò ìîã çàïóñòèòüçàäà÷ó íà äîðîãîñòîÿùåé óäàëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå è ïîëó÷èòüâûèãðûø â ñêîðîñòè ñ÷åòà. Ñåé÷àñ ïðîãðàììèñò îáÿçàí ïðîâåñòè ðàñïà-ðàëëåëèâàíèå çàäà÷è äëÿ ñâîåãî íàñòîëüíîãî êîìïüþòåðà èëè äîñòóïíîãîñåðâåðà � èíà÷å îí íå ñìîæåò ý��åêòèâíî è ðàöèîíàëüíî èñïîëüçîâàòüâû÷èñëèòåëüíûé ïîòåíöèàë ìíîãîÿäåðíîé ñèñòåìû.Â ðåçóëüòàòå áëàãîäàðÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ñîâðåìåííûé íåäîðîãîé4-ÿäåðíûé ïðîöåññîð ìîæåò èìåòü íà ïîðÿäîê áîëåå âûñîêóþ ïðîèçâî-äèòåëüíîñòü, ÷åì îäíîÿäåðíûé ïðîöåññîð ïðåäûäóùèõ ïîêîëåíèé. Ïðèýòîì èñïîëüçîâàíèå OpenMP [17℄, ñòàíäàðòíîãî ïàðàëëåëüíîãî ðàñøèðå-íèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ Fortran è C, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåòàäàïòèðîâàòü ñóùåñòâóþùèå ïðîãðàììû áåç ñåðüåçíûõ ïåðåäåëîê.6.1 Ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿÄëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ÿçûêîâîå ðàñøèðåíèåOpenMP. Â ðàìêàõ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ðàç-41



áèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â îäíîì ïðîñòðàíñòâåííîì íàïðàâëåíèè, ñîîò-âåòñòâóþùåì ïîñëåäíåìó èíäåêñó â àäðåñàöèè ìàññèâîâ â ÿçûêå Fortran(�èã. 8, ñëåâà). �àçáèåíèå, êàê ïðàâèëî, ïðîèçâîäèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïðèèñïîëüçîâàíèè äèðåêòèâû !$OMP DO ïåðåä êàæäûì öèêëîì, êîòîðûé äîë-æåí áûòü ðàñïàðàëëåëåí. Òàêîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì ñïîñî-áîì ðàçäåëåíèÿ òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ íà ïîäìàññèâû ñ ó÷åòîì èåðàðõè÷å-ñêîé îðãàíèçàöèè ïàìÿòè â ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ [18℄.
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Ôèã. 8. �àçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿÎäíàêî ïîäîáíîå ðàçáèåíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî òîëüêî ê òåì ÷à-ñòÿì àëãîðèòìà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò çàâèñèìîñòåé ìåæäó èòåðàöèÿìèñàìîãî âíåøíåãî öèêëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâåííîìó íàïðàâëå-íèþ r. Ê íèì îòíîñÿòñÿ âñå ÿâíûå øàãè àëãîðèòìà, à òàêæå øàãè ñ íåÿâíîéòðàêòîâêîé â íàïðàâëåíèÿõ ϕ è z. Â ñâîþ î÷åðåäü, íåÿâíîñòü ïî r ïîðîæ-äàåò çàâèñèìîñòü ìåæäó èòåðàöèÿìè, òàê êàê òðåáóåò ðåøåíèÿ òðåõäèàãî-íàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì â ýòîì íàïðàâëåíèè.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà òàêæå ñîäåðæèò ÷àñòè îáîèõòèïîâ � êàê áåç çàâèñèìîñòåé ìåæäó èòåðàöèÿìè (FFT ïî íàïðàâëåíèþ ϕè ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ïî z), òàê è ñ çàâèñèìîñòÿìè (òðåõäèàãîíàëüíûåïðîãîíêè ïî r).Íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå òðåõ-äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì â íàïðàâëåíèè r. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ�àóññà äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, òàê êàê êàæäàÿ èç ëèíåéíûõ ñè-ñòåì ðàñïðåäåëåíà ìåæäó íåñêîëüêèìè ïîäîáëàñòÿìè, îáðàáàòûâàåìûìèâ ðàçíûõ ïðîöåññîðíûõ ÿäðàõ. Ïîýòîìó äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ òà-êèõ ñèñòåì ïðèìåíåí ñïåöèàëüíûé ìåòîä, èçâåñòíûé êàê "Two-way parallelpartition method" [19, 20℄. Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè íà äâà ïîòîêà ýòîò ìå-42



òîä âûãëÿäèò êàê âñòðå÷íàÿ ïðîãîíêà (�èã. 9, ñëåâà), à äëÿ ÷åòûðåõ ïî-òîêîâ � êàê åå èåðàðõè÷åñêîå îáîáùåíèå (�èã. 9, â öåíòðå è ñïðàâà). Âïîñëåäíåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé (òðåòèé) ïðîõîä àëãîðèòìàäëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà ìàòðèöû, çàïîëíåííîãî íà ïåðâûõ äâóõïðîõîäàõ.
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Ôèã. 9. Èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûíà 2 è íà 4 ïîòîêàÏðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îäíîâðåìåííóþ îáðà-áîòêó ÷àñòåé ìàòðèöû â ðàçíûõ ïðîöåññîðíûõ ÿäðàõ. Ïðè ýòîì êàæäîìóèñêëþ÷àåìîìó ýëåìåíòó, èçîáðàæåííîìó íà �èã. 9, ñîîòâåòñòâóåò ïëîñ-êîñòü (ϕ, z), è âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ â íàòóðàëüíîì ïîðÿäêå (ñíà÷àëà ïî ϕ,äàëåå ïî z è ïî r), êàê è â îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ àëãîðèòìà. Ïî çàâåðøåíèèêàæäîãî ïðîõîäà ïðîèçâîäèòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñðåäñòâàìè OpenMP è âû-÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ãðàíèöàõ ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè.Îïèñàííàÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñè-ñòåìû ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî 8 ïîòîêîâ è áîëåå. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àåâû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî âîçðàñòåò, òàê êàê áó-äåò ïðîèñõîäèòü çàïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû è óâåëè-÷èòñÿ êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ. Áîëåå îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ äâó-ìåðíîå ðàçáèåíèå îáëàñòè äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà (�èã. 8, ñïðàâà), êîãäà âíàïðàâëåíèè r îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 4 ÷àñòè, à â íàïðàâëå-íèè z ïðîèçâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ðàçáèåíèå.Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçîâàí êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ðàñïàðàëëåëè-âàíèÿ ñ àâòîìàòè÷åñêèì îäíîìåðíûì ðàçáèåíèåì îáëàñòè äëÿ îñíîâíîé÷àñòè àëãîðèòìà è äâóìåðíûì ðàçáèåíèåì â ñî÷åòàíèè ñî ñïåöèàëüíîé ñõå-ìîé ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà ïåðåìåííûõíàïðàâëåíèé è äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ìåòîä ïðîäåìîíñòðèðî-43



âàë âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà âû÷èñëèòåëüíûõñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ äî 32 ïðîöåññîðíûõ ÿäåð [21℄.6.2 Àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ�àçðàáîòàííûé ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òåñòèðîâàëñÿ íà íåñêîëüêèõìíîãîÿäåðíûõ êîìïüþòåðàõ, âêëþ÷àÿ íåäîðîãèå íàñòîëüíûå ñèñòåìû ñ 4-ÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Intel Core i7-9xx, äâóõïðîöåññîðíûå óçëû êëàñòå-ðà è êðóïíûå ìíîãîïðîöåññîðíûå ñåðâåðû, èìåþùèå äî 32 âû÷èñëèòåëü-íûõ ÿäåð [21℄. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ðàñ÷å-òà òå÷åíèÿ ðàñïëàâà â ìîäåëè ìåòîäà ×îõðàëüñêîãî [3℄ ñ ðàçìåðîì ñåòêè
128 × 100 × 120.Íà �èã. 10 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ ñ÷åòà îò ÷èñëà ïîòîêîâçàäà÷è äëÿ äâóõ ñàìûõ êðóïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì � SGI Altix 350è Bull S6030. Ñèñòåìà Altix ïîñòðîåíà íà îäíîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ IntelItanium ïîêîëåíèÿ 2004 ã. è ñîáðàíà èç äâóõïðîöåññîðíûõ óçëîâ ñî ñâî-åé ëîêàëüíîé ïàìÿòüþ ïî ïðèíöèïàì àðõèòåêòóðû ñ íåîäíîðîäíîé ïà-ìÿòüþ (NUMA, Non-Uniform Memory Arhiteture). Ïîäîáíàÿ îðãàíèçà-öèÿ íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâà-íèÿ [18, 21℄. Íåñìîòðÿ íà ýòè îãðàíè÷åíèÿ, ñèñòåìà Altix ïðîäåìîíñòðè-ðîâàëà íåïëîõóþ ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèèäî 24 ïðîöåññîðîâ.Áîëåå ñîâðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà Bull S6030, ïîñòðîåííàÿ
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Bull Xeon X7560

Ôèã. 10. Ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ äâóõ ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåì44



íà ÷åòûðåõ 8-ÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ Intel Xeon X7560, òàêæå îðãàíèçîâà-íà ïî ïðèíöèïàì NUMA. Îäíàêî áëàãîäàðÿ áûñòðûì ìåæïðîöåññîðíûìñîåäèíåíèÿì è ìíîãîóðîâíåâîé ïîäñèñòåìå ïàìÿòè ñ âûñîêîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòüþ ýòà ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîå ìàñøòà-áèðîâàíèè çàäà÷è ïðè ÷èñëå ïîòîêîâ îò 1 äî 16, è äîñòàòî÷íî âûñîêóþý��åêòèâíîñòü íà 24 è 32 ïîòîêàõ.Ïðè èñïîëüçîâàíèè íàñòîëüíûõ êîìïüþòåðîâ ñ 4-ÿäåðíûìè ïðîöåñ-ñîðàìè Intel Core i7-9xx äîñòèãàåòñÿ óñêîðåíèå ñ÷åòà â 3.5 ðàçà, ÷òî ÿâëÿåò-ñÿ õîðîøèì ðåçóëüòàòîâ â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åííîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþïîäñèñòåìû ïàìÿòè. Êîìïüþòåðû òàêîãî òèïà âìåñòå ñ ñèñòåìîé Altix èñ-ïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàññîâûõ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ïàðàìåòðè÷å-ñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïî èçó÷åíèþ êîíâåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèé [4℄.6.3 Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäàÂû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà îöåíèâàëàñü íà âàðèàí-òå ðàñ÷åòà â ìîäåëè ìåòîäà ×îõðàëüñêîãî ñ ðàçìåðîì ñåòêè 128×100×120.Ìîäåëèðîâàëèñü êîíâåêòèâíûå âçàèìîäåéñòâèÿ â æèäêîñòè ñ âûñîêèì ÷èñ-ëîì Ïðàíäòëÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì èñïîëüçîâàëàñü äîðîãîñòîÿùàÿ ñõåìà êîíâåê-òèâíîé äèñêðåòèçàöèè ñ îãðàíè÷èòåëåì, à òàêæå íåÿâíàÿ òðàêòîâêà äè�-�óçèîííûõ ÷ëåíîâ â îñåâîì íàïðàâëåíèè z (äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ ðàñ÷å-òîâ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû áûëè áû íåñêîëüêî íèæå).Íà ïðîöåññîðå Intel Core i7-920 ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.66 ��ö âðåìÿâûïîëíåíèÿ îäíîãî âðåìåíí�îãî øàãà ñîñòàâèëî 0.618  â ïîñëåäîâàòåëüíîìðåæèìå è 0.177 ñ ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè íà 4 ïîòîêà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò0.40 ìêñ è 0.115 ìêñ â ïåðåñ÷åòå íà óçåë ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðî-âàíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ â 1 ìëí âðåìåíí�ûõ øàãîâ çàíèìàåò â ïàðàë-ëåëüíîì ðåæèìå ïðèáëèçèòåëüíî 49 ÷àñîâ.Äëÿ ïðèìåðà, íà îäíîÿäåðíîì ïðîöåññîðå ïðåäûäóùåãî ïîêîëåíèÿ(2004 ã.) AMD Athlon64 ñ ÷àñòîòîé 2 ��ö ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîäîáíîãîñåàíñà ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâèëà áû 480 ÷àñîâ, èëè 20 ñóòîê. Òàêîå ñðàâ-íåíèå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ý��åêò îò ïðèìåíåíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿäëÿ ñîâðåìåííûõ ìèêðîïðîöåññîðîâ.45



Ìîæíî òàêæå îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà â âû-÷èñëèòåëüíûõ ÿäðàõ ïðîöåññîðà. ×èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðèõî-äÿùèõñÿ íà îäèí óçåë ñåòêè, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 1500. Èç íèõ 400 îòíî-ñÿòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ ìàòðèö äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ìåòîäå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Òàêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ î÷åíü áûñòðî áëàãî-äàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèàëüíûõ áèáëèîòåê, îïòèìèçèðîâàííûõ äëÿ ñî-âðåìåííûõ ìèêðîïðîöåññîðîâ. Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðèâûïîëíåíèÿ îäíîãî ïîòîêà ñîñòàâëÿåò, òàêèì îáðàçîì, 3.75 GFLOPS (ìèë-ëèàðäîâ îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé â ñåêóíäó), èëè 35% îò ïèêîâîéïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññîðíîãî ÿäðà. Ýòî äîâîëüíî âûñîêèé ïîêàçà-òåëü � îáû÷íî âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äîñòèãàþò íå áîëåå 20% äëÿýòîãî ïîêîëåíèÿ ïðîöåññîðîâ. Ïðè èñïîëíåíèè â 4 ïîòîêà ïðîèçâîäèòåëü-íîñòü ñîñòàâëÿåò 13 GFLOPS, èëè 30% îò ïèêîâîé.Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû õàðàêòåðèçóþò îöåíêó ïðîäîëæèòåëüíîñòèñåàíñîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ðàçìåðîâ ñåòîê, à òàêæå ïðåäåëû ïðèìå-íèìîñòè ìåòîäà íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ íûíåøíåãî è áóäóùèõ ïîêî-ëåíèé.7 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäàÏåðâàÿ âåðñèÿ ïðåäñòàâëåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà áûëà ñîçäàíà â1997 ã. è èìåëà íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íûíåøíåé. Â ÷àñò-íîñòè, â íåé íå áûëè ðåàëèçîâàíû ïåðåìåííûé øàã ñåòêè è íåîñöèëëèðó-þùàÿ êîíâåêòèâíàÿ ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì, îòñóòñòâîâàëî ðàñïàðàëëåëè-âàíèå. Íà÷àëüíûå ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììû âêëþ÷àëè â ñåáÿ òåñòèðîâàíèåïî áåí÷ìàðêó Âèëåðà äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè öèëèíäðè÷åñêèìè êîäàìè,èññëåäîâàíèå êîíâåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèé â ðàñïëàâå àðñåíèäà ãàëëèÿ âìîäåëè ×îõðàëüñêîãî [1℄, ìîäåëèðîâàíèå äàò÷èêà êîíâåêöèè "Äàêîí" äëÿîðáèòàëüíîé ñòàíöèè "Ìèð" [5, 6℄, èçó÷åíèå òå÷åíèé â öèëèíäðè÷åñêèõêàíàëàõ è çàçîðàõ, çàïîëíåííûõ ïîðèñòûì âåùåñòâîì [8℄. Äâà ïîñëåäíèõïðèìåíåíèÿ ïîòðåáîâàëè ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ âåðñèé êîäà äëÿ ó÷åòà, ñî-îòâåòñòâåííî, ïåðåíîñà òåïëà â öèëèíäðè÷åñêîé ñòåíêå ïîëîñòè è ñâîéñòâïîðèñòîé ñðåäû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Äàðñè.46



Â äàëüíåéøåì áûëî ïðîâåäåíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå êîäà äëÿ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâ-íîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè è ÁÏÔ (FACR � FourierAnalysis with Cyli Redution). �àñïàðàëëåëåííûé êîä àêòèâíî èñïîëüçî-âàëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ñî-äåðæàùèõ äî 16 ïðîöåññîðîâ [22, 23℄.Íà ñëåäóþùåì ýòàïå áûëà ïðîâåäåíà ìàñøòàáíàÿ ïåðåðàáîòêà êîäà ñââåäåíèåì íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê, ñõåì ñ îãðàíè÷èòåëÿìè, äâîéíîé äè��ó-çèè è ïðî÷èõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé. Ïåðåìåííûé øàã ñåòêè ïîòðåáîâàë ïðè-ìåíåíèÿ ìåòîäà ðàññå÷åíèÿ îáëàñòè [15℄ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Îäíîâðåìåííî áûë ñîçäàí òðåõìåðíûé êîä äëÿ îáëàñòåé ïðÿìîóãîëüíîéãåîìåòðèè, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðèíóäèòåëüíûõ òå÷åíèéâ óñòàíîâêå ðîñòà âîäîðàñòâîðèìûõ êðèñòàëëîâ ñ î÷åíü íèçêîé êîíöåíòðà-öèîííîé äè��óçèåé (Sc = 1000) è â íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷àõ.�àñ÷åòíàÿ ïðîãðàììà äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè áûëà ïðåäñòàâ-ëåíà íà ìåæäóíàðîäíûé êîíêóðñ òåñòîâ (áåí÷ìàðêîâ) ïðîèçâîäèòåëüíî-ñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì SPEC CPU 2006, óñïåøíî ïðîøëà êâàëè�è-êàöèîííûå èñïûòàíèÿ è âûøëà â 4-é òóð êîíêóðñà. Â ïðîöåññå èñïûòàíèéïðîãðàììà òåñòèðîâàëàñü íà ìíîæåñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ïðîäå-ìîíñòðèðîâàâ õîðîøóþ ïåðåíîñèìîñòü è ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòàìÿçûêà Fortran.Ïîÿâëåíèå ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ âìåñòå ñ ðîñòîì âû÷èñëèòåëü-íûõ ïîòðåáíîñòåé ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, à òàêæåðåàëèçàöèè íîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Áëàãîäàðÿ ýòèìèçìåíåíèÿì ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè êîäà áûëè ñóùåñòâåííî ïîâûøåíû.Íèæå îïèñûâàþòñÿ íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìå-òîäà â ïîñëåäíèå ãîäû.Áåí÷ìàðê äëÿ ñðàâíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîäîâÄëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è àäåêâàòíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ êîäîâ èñïîëüçóþò-ñÿ áåí÷ìàðêè � ñïåöèàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ èäåàëèçèðîâàííûìè ãåî-47



ìåòðè÷åñêèìè è �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Íåîáõîäèìîñòü â áåí÷ìàðêàõâîçíèêàåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîòîìó, ÷òî ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòàëüíûåòåñòîâ, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿþò ñòðîãî âûäåðæàòü òåìïåðàòóðíûå èïðî÷èå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îáû÷íî ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà èìååò-ñÿ ëèøü ïðèáëèçèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î åãî ïàðàìåòðàõ. Ïîýòîìó òî÷-íîå âîñïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà â ðàñ÷åòåíåâîçìîæíî.Èñòîðè÷åñêè áåí÷ìàðêè â ïåðâóþ î÷åðåäü �îðìóëèðîâàëèñü äëÿïðÿìîóãîëüíîé ãåîìåòðèè. Áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èë äâóìåðíûé òåñòÄå Âàëü Äåâèñà [24℄, â êîòîðîì ìîäåëèðóåòñÿ ñâîáîäíîêîíâåêòèâíîå òå÷å-íèå â ïîëå ñèëû òÿæåñòè â êâàäðàòíîé ïîëîñòè ñ èçîòåðìè÷åñêèìè âåð-òèêàëüíûìè ãðàíèöàìè (íàãðåòîé è îõëàæäàåìîé) è òåïëîèçîëèðîâàííû-ìè ãîðèçîíòàëüíûìè. Ñ ðàçâèòèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîÿâèëñÿòðåõìåðíûé âàðèàíò ýòîãî òåñòà äëÿ êóáè÷åñêîé ïîëîñòè [25℄.�àñ÷åò òå÷åíèé â îáëàñòÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ áî-ëåå òðóäíîé çàäà÷åé â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ äèñêðåòèçàöèé îêîëî îñè öè-ëèíäðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîäîâ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà ïî-ñòàíîâêà ìîäåëüíîãî òåñòà [7℄, àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷å äëÿ êóáà. �àñ÷åòíàÿîáëàñòü òåñòà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûé öè-ëèíäð åäèíè÷íîé äëèíû è äèàìåòðà (�èã. 1, ñïðàâà). Òîðöåâûå ãðàíèöû� èçîòåðìè÷åñêèå (îõëàæäàåìàÿ è íàãðåòàÿ), öèëèíäðè÷åñêàÿ òåïëîèçîëè-ðîâàíà. Ïîëîñòü çàïîëíåíà âîçäóõîì (Pr = 0.71), ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëå-íà âåðòèêàëüíî âíèç. Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà�ýëåÿ � 104, 105 è 106.Â òàáë. 1 ïîêàçàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ [7℄. Ïðèâåäåíûõàðàêòåðèñòèêè òåïëîîáìåíà è êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ. Òàêæå ïîêàçàíûêîîðäèíàòû ìàêñèìóìîâ ïðî�èëåé ëîêàëüíîãî ÷èñëà Íóññåëüòà è êîìïî-íåíò ñêîðîñòè (çäåñü îñü x íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî, îñü y � ãîðèçîíòàëüíî,ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè öèëèíäðà). Íà �èã. 11 ïîêàçàíû èçîëèíèè ëîêàëüíî-ãî ÷èñëà Íóññåëüòà íà íàãðåòîé òîðöåâîé ãðàíèöå (z = 1). Ïðèâåäåííûå âòàáëèöå è íà ðèñóíêå ðåçóëüòàòû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðå�åðåíñíûåäëÿ ïðîâåäåíèÿ ñðàâíåíèé ñ äðóãèìè êîäàìè.48



Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû áåí÷ìàðêà äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿRa 10
4

10
5

10
6ñåòêà (ϕ, z, r) 128 × 82 × 32 128 × 82 × 32 128 × 114 × 45øàã ñåòêè ïî z 1/128 ÷ 1/64 1/128 ÷ 1/64 1/180÷ 1/90

Nuoverall (z = 1) 2.0096 4.4391 8.9050
Nulocal max (z = 1, y = 0) 3.7070 8.4995 18.9273êîîðäèíàòà x (Nulocal max) -0.341 -0.403 -0.460
Vx max (x = 0, y = 0) 22.84 84.17 285.77êîîðäèíàòà z (Vx max) 0.890 0.939 0.964
Vz max (z = 0.5, y = 0) 25.23 66.11 141.55êîîðäèíàòà x (Vz max) -0.315 -0.348 -0.372

Ra = 104, increment = 0.5 Ra = 105, increment = 1.0 Ra = 106, increment = 2.0Ôèã. 11. Èçîëèíèè ëîêàëüíîãî ÷èñëà Íóññåëüòà íà íàãðåòîé ãðàíèöåÌîäåëèðîâàíèå òåðìîêàïèëëÿðíûõ òå÷åíèéÄðóãèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâ-ëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè äëÿ óñòàíîâêè ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ×îõðàëüñêîãî (�èã. 1, ñëåâà) â îòñóòñòâèå ñèëûòÿæåñòè [2℄. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëîñü îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ çíà-÷åíèé ÷èñëà Ìàðàíãîíè, ïðè êîòîðûõ òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ êîëåáàòåëüíûì.Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ äâóìÿ òèïàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà � èçîòåðìè÷åñêèìè ñ ëèíåéíûì ïðî�èëåìòåìïåðàòóðû, è àäèàáàòè÷åñêèìè. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ èçó÷àëèñü õàðàêòå-ðèñòèêè ñâåðõêðèòè÷åñêîãî êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà.Îñîáûé èíòåðåñ â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðåäñòàâëÿþò êàðòèíû òå÷å-íèÿ â ðàçíûå �àçû ïåðèîäà êîëåáàíèé è â ðàçíûõ ñå÷åíèÿõ ïî âåðòèêàëü-49



íîé êîîðäèíàòå z, à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöæèäêîñòè è èõ ïåðåñòðîéêà. Íà �èã. 12 îêàçàí ïðèìåð ïåðåñòðîéêè èçî-òåðì è òðàåêòîðèé â îäíîì èç ñå÷åíèé äëÿ ñâåðõêðèòè÷åñêîãî ðåæèìà ñëèíåéíûì ïðî�èëåì òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà.
0

∆t/8

∆t/4

3∆t/8

Ôèã. 12. Êàðòèíà òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè z = 0.96 äëÿ êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà Mn = 5·104â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîêàçàíû èçîëèíèè îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû îòîñðåäíåííûõ çíà÷åíèé, òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ è òå æå òðàåêòîðèèâ öåíòðàëüíîé ÷àñòè, îãðàíè÷åííîé ðàäèóñîì r = 0.25 (â óâåëè÷åííîì âèäå)�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè ãëóáæå ïîíÿòü ìåõàíèçìû âîç-íèêíîâåíèÿ êîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èèçó÷èòü îñîáåííîñòè íåîñåñèììåòðè÷íîãî êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà, à òàê-æå îïðåäåëèòü âëèÿíèå òåìïåðàòóðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà çíà÷åíèåêðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàðàíãîíè, ïðè êîòîðîì òåðÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü, è íàñòðóêòóðó òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ. 50



Ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîíâåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèéïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ ÏðàíäòëÿÄàííîå èññëåäîâàíèå òàêæå ïðîâîäèëîñü äëÿ êîí�èãóðàöèè ãèäðîäèíàìè-÷åñêîé ìîäåëè ìåòîäà ×îõðàëüñêîãî (�èã. 1, ñëåâà) ñ äâóìÿ òèïàìè ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà (ëèíåéíûì ïðî�èëåì è àäèàáàòè÷å-ñêèìè). Èçó÷àëàñü íàòóðàëüíàÿ òåïëîâàÿ êîíâåêöèÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòèäëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà ÷èñåë Ïðàíäòëÿ (îò 0.01 äî 30). Äëÿ êàæäîãîèç çíà÷åíèé Pr è â îñåñèììåòðè÷íîì, è ïðîñòðàíñòâåííîì ðåæèìàõ îïðå-äåëÿëîñü ÷èñëî �ðàñãî�à, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòèòå÷åíèÿ. Äëÿ êëþ÷åâûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Pr òàêæå èññëåäîâàëèñü õàðàê-òåðèñòèêè òå÷åíèÿ â ñòàöèîíàðíîì (ïðåäêðèòè÷åñêîì) è êîëåáàòåëüíîìðåæèìàõ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëà ïîñòðîåíà êàðòà ðåæè-ìîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà�ðàñãî�à Grc îò ÷èñëà Ïðàíäòëÿ ñ âûäåëåíèåì çîí ñòàáèëèçàöèè (ìàêñè-ìóìà Grc) è ñìåíû îïàñíûõ ìîä, êîãäà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèòïðè ìåíüøå çíà÷åíèè Gr, ÷åì íàðóøåíèå îñåâîé ñèììåòðèè.Âñåãî â ðàìêàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîëó÷åíî è îá-ðàáîòàíî 100 ðåæèìîâ òå÷åíèÿ, ïî äâà ðåæèìà íà êàæäîå íàéäåííîå êðè-òè÷åñêîå ÷èñëî (ïðåäêðèòè÷åñêèé è ñâåðõêðèòè÷åñêèé). Ñ ó÷åòîì ïîñëåäî-âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè ïîèñêå êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë, à òàêæå óòî÷íÿþ-ùèõ âû÷èñëåíèé áûëî ïðîâåäåíî îêîëî 400 ñåàíñîâ ñ÷åòà. Ïðîäîëæèòåëü-íîñòü îäíîãî ñåàíñà âàðüèðîâàëàñü îò íåñêîëüêèõ ìèíóò äî íåñêîëüêèõ÷àñîâ â îñåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè, è îò äåñÿòêîâ ìèíóò äî äåñÿòêîâ ÷àñîâ âïðîñòðàíñòâåííîé, ïðè èñïîëüçîâàíèè îò 4 äî 16 ïîòîêîâ íà ïàðàëëåëüíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëÿþò íî-âûå äàííûå ïî íåóñòîé÷èâîñòè òèïà �ýëåÿ-Áåíàðà, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â íå-îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèÿõ ïðè áîëüøèõ Pr. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü õàðàêòå-ðèçóåòñÿ îáðàçîâàíèåì òåðìèêîâ, ïåðèîäè÷åñêè îòïàäàþùèõ îò ãðàíèöûêðèñòàëëà è ðàñïëàâà è �îðìèðóþùèõ êîëåáàòåëüíûé ðåæèì òå÷åíèÿ.Òàêèå ÿâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ âûñîêîé äèíàìèêîé íåñòàöèîíàðíî-ãî ïðîöåññà, êîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãîëîâêè òåðìèêà äîñòèãàåò ïîëîâè-51



íû ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-ëåíèè. Ïîäîáíàÿ äèíàìèêà íàêëàäûâàåò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê äèñêðåòè-çàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåìïåðàòóðû ïðè áîëü-øèõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ. Èñïîëüçóåìàÿ ñõåìà ñ àäàïòèâíûì îãðàíè÷èòåëåìïîçâîëÿåò èçáåæàòü íå�èçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ïðè ñîõðàíåíèè âûñîêîéòî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè.

Ôèã. 13. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà [26℄ (ñëåâà) ñ ðàñ÷åòîì (ñïðàâà) ïðè áîëü-øèõ Pr. Ïîêàçàíû êàðòèíû òå÷åíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíèÍà �èã. 13 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà â âàðèàíòå ñ òåïëîèçîëèðî-âàííîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè Pr = 6.5, Gr = 106 â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè äàííûìè [26℄. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êàðòèíû òå÷åíèÿ â ýêñïåðè-ìåíòàëüíîì è ðàñ÷åòíîì ðåæèìàõ î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì ïîðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà òî÷íî âîñïðîèçâîäèòñÿ äèíàìèêà ðàçâèòèÿ òåðìèêàè åãî íåîñåñèììåòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà. Ïî ñâåäåíèÿì àâòîðîâ, ïîäîáíûå ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàíåå â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àëèñü è ïîëó÷åíû âïåðâûå.52



Ýòî ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîçâî-ëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå òðåõìåðíûå äèíàìè÷íûå òå÷åíèÿ ñ âûñîêîéðåàëèñòè÷íîñòüþ.8 Êîíöåïöèÿ ïðåöèçèîííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäàÏðåäñòàâëåííûé âûøå àíàëèç ÷èñëåííûõ ïðèåìîâ è ñõåì, à òàêæå ðåçóëü-òàòû òåñòèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà òå÷åíèéïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü êîíöåïöèþ ïðåöèçèîííîãî âû÷èñëèòåëüíîãîêîäà. Ýòà êîíöåïöèÿ ïîäðàçóìåâàåò ñáàëàíñèðîâàííîñòü âñåõ ýëåìåíòîâðàñ÷åòíîé ñõåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè, àäåêâàòíîñòè è âû÷èñëèòåëü-íûõ çàòðàò. Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñõåì äèñêðåòè-çàöèè è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñ òî÷íîñòüþ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà,ìåòîäîâ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé è ïðî÷èõ äîðîãîñòîÿùèõóñëîæíåíèé, ïîñêîëüêó ïðè ïîëíîìàñøòàáíîì ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè îíèìíîãîêðàòíî óâåëè÷èâàþò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû áåç àäåêâàòíîãî óëó÷-øåíèÿ êà÷åñòâà ðàñ÷åòà, à ïðè ïðèìåíåíèè ïî îòäåëüíîñòè � íå äîñòèãàþòîæèäàåìîãî ý��åêòà èç-çà íåñîãëàñîâàííîñòè ñ îñòàëüíûìè ÷àñòÿìè àë-ãîðèòìà.Ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèé íàáîð ýëåìåíòîâ è ïðèçíàêîâ ÷èñëåí-íîãî ìåòîäà, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðåöèçèîííîìó ïîäõîäó:
• êîíñåðâàòèâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúå-ìîâ ñ ðàçíåñåííûìè ñåòêàìè, îáåñïå÷èâàþùèå áàëàíñ òåïëîâûõ (êîí-öåíòðàöèîííûõ) ïîòîêîâ ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ;
• ïðîñòðàíñòâåííûå äèñêðåòèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, â òîì÷èñëå äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé;
• àêêóðàòíàÿ è íàäåæíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ó îñè öèëèíäðà íà áàçå èí-òåðïîëÿöèé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëè-ðîâàòü ñóùåñòâåííî íåîñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ;
• íåîñöèëëèðóþùèå (ìîíîòîííûå) êîíâåêòèâíûå äèñêðåòèçàöèè âòî-ðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè áåç èñêóññòâåííîé äè��óçèè äëÿ ïåðåíîñà53



ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé ñ âûñîêèì ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ (âïëîòü äî áåñ-êîíå÷íîñòè);
• ïîäðîáíûå ñåòêè ïåðåìåííîãî øàãà ñ î÷åíü ïëàâíûì ïðî�èëåì, ïîä-áîðîì ïåðåìåííîé ÷àñòè ïðî�èëÿ âíå îáëàñòåé ñ áîëüøèìè èçìåíå-íèÿìè ãðàäèåíòîâ (íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò ãðàíèö) è, êàê ñëåä-ñòâèå, ñ õîðîøèì è òî÷íûì ðàçðåøåíèåì ïîãðàíñëîåâ è ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ñòðóêòóð;
• ýêîíîìè÷íàÿ ðàçäåëüíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåììåòîäà ïðîåêöèé;
• èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ 2-ãî ïî-ðÿäêà ïî âðåìåíè, íåÿâíîå ñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà èìïóëüñàè ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ;
• èçáèðàòåëüíîå ïðèìåíåíèå íåÿâíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ è äðóãèõïðèåìîâ äëÿ óâåëè÷åíèÿ âðåìåíí�îãî øàãà;
• êîíòðîëü ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòîé÷èâîñòè ñõåìû èíòåãðèðî-âàíèÿ ïî âðåìåíè äëÿ èçáåæàíèÿ ñõåìíûõ îñöèëëÿöèé è äðóãèõ íå-�èçè÷åñêèõ ý��åêòîâ;
• ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ äëÿ îáåñïå÷åíèÿòî÷íîãî âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè;
• îïòèìèçàöèÿ è ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñî-êîé ÷èñëåííîé ý��åêòèâíîñòè.Òàêæå ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ïóíêòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ íîâûåè îðèãèíàëüíûå ïðèåìû è ìåòîäû, êîòîðûå ðàíåå â ðàáîòàõ ïî ðàñ÷åòàìòå÷åíèé íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè íå âñòðå÷àëèñü:
• àêêóðàòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ó îñè öèëèíäðà íà áàçå äåêàðòîâûõ èí-òåðïîëÿöèé;
• êîíâåêòèâíàÿ ñõåìà ñ ïîâûøåííûì ïîðîãîì óñòîé÷èâîñòèCFL=2 óîñè öèëèíäðà; 54



• àäàïòèâíàÿ ìîíîòîííàÿ êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííàÿ ñõåìà äëÿ áîëü-øèõ ÷èñåë Pr;
• íåÿâíîå ñâÿçûâàíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà èìïóëüñà è ñêàëÿðíîé ïåðå-ìåííîé ÷åðåç ïîëîâèíó âðåìåíí�îãî øàãà;
• ýêîíîìè÷íûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, îáúåäèíÿþùèé ñõå-ìû Êðàíêà-Íèêîëñîíà è �óíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îäíîêðàò-íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà âðåìåíí�îì øàãå;
• ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñóñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà íåîäíî-ðîäíîé ñåòêå.9 Çàêëþ÷åíèåÂ ïðåïðèíòå ïðåäñòàâëåí âû÷èñëèòåëüíûé êîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èñ-ñëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèé è òåïëîìàññîïåðåíîñà â îáëà-ñòÿõ ðåãóëÿðíîé ãåîìåòðèè. �àçðàáîòàííûé ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ îáåñïå-÷èâàåò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà è ïîçâîëÿåòìîäåëèðîâàòü íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ïðîñòðàíñòâåííûå íåñòàöèîíàðíûå òå-÷åíèÿ â ïåðåõîäíûõ è òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ. Â êîäå ðåàëèçîâàíû íîâûåè îðèãèíàëüíûå èäåè, ïîâûøàþùèå òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííî-ãî ìåòîäà. Âû÷èñëèòåëüíûé êîä óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ íà ïðîòÿæåíèèäëèòåëüíîãî ïåðèîäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ðàñïëàâîâ è ðàñòâîðîââ óñòàíîâêàõ ðîñòà êðèñòàëëîâ, èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ ìèêðîãðà-âèòàöèè è â äðóãèõ çàäà÷àõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàåòñÿ àêòèâíîåèñïîëüçîâàíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî âàðèàíòà êîäà.
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ÑîäåðæàíèåÂâåäåíèå 31 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïàðàìåòðû çàäà÷è 52 Ñõåìû ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè 82.1 Äèñêðåòèçàöèÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ïåðåíîñà . . 102.2 Äèñêðåòèçàöèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò . . . . . . . . . . 122.3 Óëó÷øåííàÿ êîíâåêòèâíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ó îñè öèëèíäðà . . 162.4 Ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì ïîòîêà äëÿ âûñîêèõ ÷èñåë Pr . . . . . 172.5 Îñîáåííîñòè äèñêðåòèçàöèè äëÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè . . . . . 233 Îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ è ìåòîä ïðîåêöèé 263.1 Ìåòîä ïðîåêöèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè . . . 263.2 Îáùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé . . . 284 Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè 294.1 Ñîïðÿæåíèå ÿâíîé è íåÿâíîé ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . 304.2 Ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.3 Íåÿâíàÿ òðàêòîâêà ïåðåêðåñòíûõ äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ . . . 344.4 Ïñåâäîñòàöèîíàðíûé ðåæèì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.5 Êîíòðîëü øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè . . . . . . . . . . . . 365 Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà 376 Îïòèìèçàöèÿ è ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà 406.1 Ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426.2 Àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ . . . . . . . . . . . . 446.3 Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäà . . . . . . . . . . . . . . 457 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà 468 Êîíöåïöèÿ ïðåöèçèîííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà 529 Çàêëþ÷åíèå 5559
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