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Аннотация

Методом асимптотического осреднения построена уточненная модель
слоистой среды с нелинейными вязкопластическими условиями проскаль-
зывания на межслойных границах. Подобные модели могут быть полез-
ными при решении динамических задач сейсморазведки и интерпрета-
ции волновых картин, полученных в процессе ее проведения.
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Введение. В данной работе методом асимптотического осреднения стро-
ится уточненная модель слоистой среды с нелинейными вязкопластическими
условиями проскальзывания на межслойных границах. Физическим объек-
том, обладающим подобными свойствами, является, например, флюидосо-
держащий слоистый пакет в упругом геологическом массиве. Предполагает-
ся, что в тонких прослойках между упругими слоями находится очень вяз-
кая жидкость (нефть), или вязкопластическая масса (песок, пропитанный
нефтью). Подобные модели могут быть полезными при решении динамиче-
ских задач сейсморазведки и интерпретации волновых картин, полученных в
процессе ее проведения.

1. Описание модели слоистой среды. В декартовой прямоугольной
системе координат x1, x2, x3 рассмотрим безграничную слоистую среду. Ось
x3 перпендикулярна плоскопараллельным границам раздела слоев. Границы
раздела имеют координаты x1 = x(s) = sε, s = 0,±1,±2, . . . , где постоян-
ная толщина слоя ε << 1 является малым параметром. Предполагается, что
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физически между упругими слоями имеются тонкие вязкие или вязкопласти-
ческие прослойки толщины δ << ε, однако мы пренебрегаем толщиной этих
прослоек и заменяем их условиями скольжения на поджатых границах слоев:

σ33 < 0, [u3] = [σγ3] = [σ33] = 0,
либо [uγ,t]/ε = kσγ3 - линейное условие вязкого скольжения,
либо [uγ,t]/ε = kσγ3 < F (σβ3σβ3/σ

2
s − 1) > - нелинейное условие вязкопла-

стического скольжения, k = δ/(εη), η - коэффициент вязкости.
Здесь квадратные скобки [f ] = f |x(s)+0 − f |x(s)−0 обозначают скачок ве-

личины f на межслойной границе, < F (y) >= F (y)H(y) - нелинейная функ-
ция, отличная от нуля за пределом текучести σβ3σβ3 = σ2s , H(y) - функция
Хэвисайда, H(y) = 0 при y < 0 и H(y) = 1 при y > 0. Греческие индек-
сы β, γ принимают значения 1 и 2, латинские индексы – значения 1,2,3, ui
- компоненты вектора смещений, uk,t - компоненты вектора скорости, σij -
компоненты тензора напряжений. Для компактности формул дифференци-
рование обозначено следующим образом: ∂(...)/∂xj = (...)j , ∂(...)/∂t = (...)t,
∂(...)/∂ξ = (...),ξ. Сами слои считаются изотропными линейно-упругими (при
x3 6= x(s) ):

σij,j − ρui,tt = 0 , σij = Cijkluk,l

где ρ - плотность и тензор модулей упругости имеет вид: Cijkl = λδijδkl +
µ(δikδjl + δilδjk).

Будем считать, что искомые функции uk = uk(xl, ξ, t) являются гладки-
ми по «медленным» переменным xl и гладкими по «быстрой» переменной
ξ = x3/ε , за исключением точек ξ(s) = x(s)/ε , где они могут терпеть разры-
вы первого рода. Кроме того, эти функции являются 1-периодическими [?]:
[[ui]] = ui|ξ(s)+1/2 − ui|ξ(s)−1/2 = 0.

Смещения среды представим в виде асимптотического ряда по степеням
малого параметра ε : ui = wi(xk, t)+εu

(1)
i (xk, ξ, t)+ε

2u
(2)
i (xk, ξ, t)+ε

3u
(3)
i (xk, ξ, t)+

.... Разложению компонент смещений соответствует разложение компонент
тензора напряжений: σij = σ

(0)
ij + εσ

(1)
ij + ε2σ

(2)
ij + ..., где σ(n)ij = Cijklu

(n)
k,l +

Cijk3u
(n+1)
k,ξ . Процедура получения асимптотической системы уравнений в

случае линейных условий для скачков касательных смещений (скольжений)
на межслойных границах описана в [?].

Аналогично, уточненная теория второго порядка получается, если в асимп-
тотической системе уравнений удержать члены порядка ε2 и применить опе-
рацию осреднения по ячейке периодичности 〈〉 :

Cijklwk,jl + Cijk3

〈
u
(1)
k,ξ

〉
,j

+ εCijk3

〈
u
(2)
k,ξ

〉
,j

+ ε2Cijk3

〈
u
(3)
k,ξ

〉
,j

= ρwi,tt

С использованием этих результатов уточненную систему уравнений можно
получить в следующем виде:

ρvγ,t = sγj,j + ε2µΩγ,3 , ρv3,t = s3j,j + ε2µΩβ,β

τij,t = λδijvk,k + µ(vi,j + vj,i) , ϕγ,t = −κsγ3 < F (∆) >

Ωγ,t = −κµ
(
(gγ + Ωγ) < F (∆) > +2sγ3sβ3(gβ + Ωβ) < F ′ (∆) > /σ2s

)
sij = τij + µ(ϕiδj3 + ϕjδi3) , ∆ = sβ3sβ3/σ

2
s − 1
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Рис. 1. Формы падающей, прошедшей через слоистый пакет и отраженной от него волн в
зависимости от параметра ε

gγ = (ρϕγ,tt/µ− ϕγ,ββ − (3λ+ 2µ)ϕβ,βγ/(λ+ 2µ)) /12

В этой нестационарной системе введены обозначения sij = σ
(0)
ij , vk = wk,t .

Для дополнительных функций ϕγ и Ωγ , имеющих смысл распределенных
скольжений первого и третьего порядков по ε , получены нелинейные диф-
ференциальные уравнения.

2. Численное решение нестационарной системы уравнений. По-
лученная модель была использована для исследования волновых процессов
в геологических массивах с флюидосодержащей слоистой структурой и ди-
намического деформирования некоторых классов композитов. Численное ре-
шение полученной системы уравнений строилось методом конечных объемов
по специальной явно-неявной схеме [?], с учетом малых параметров вязкости
при временных производных функций ϕγ и Ωγ . Пример численного реше-
ния задачи прохождения поперечной волны (пунктир) через слоистый пакет
0.5<x3<0.7 с вязкопластическими прослойками, расположенный в упругой
среде, показан на Рис. 1.

Выводы. Из приведенных графиков видно, что учет членов порядка ε2
в определяющих уравнениях модели приводит к достаточно существенному
изменению амплитуд и профилей волн в процессе их распространения по
слоистому флюидосодержащему пакету. Подобные модели могут быть полез-
ными при решении задач сейсморазведки.
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Abstract

A refined model of a layered medium with nonlinear viscoplastic slip con-
ditions at interlayer boundaries is constructed by the method of asymptotic
averaging. Such models can be useful in solving dynamic problems of seismic
exploration and interpretation of wave patterns obtained in the process of
its conduct.

Keywords: Layered media, slip conditions, asymptotic averaging, viscoplas-
ticity, seismic exploration.
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