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ñ÷åòà ýâîëþöèè òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå SUPG
FEM íà ïðîèçâîëüíî ïîäâèæíûõ àäàïòèâíûõ è íàëîæåííûõ ñåòêàõ.

I Ìåòîä ðåøåíèÿ
Èç áîëüøîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþùèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè

ñïëîøíûõ ñðåä â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ïåðåìåííîé ãåîìåòðèè (îáçîð [1]) â äàí-
íîé ðàáîòå ïðåäïî÷òåíèå îòäàíî ïîäõîäó àäàïòèâíûõ íàëîæåííûõ ñåòîê èç-çà
åãî äîñòàòî÷íîé ðîáàñòíîñòè, íåïëîõîé òî÷íîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû è èç-çà îò-
íîñèòåëüíîé ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè è ëåãêîñòè àäàïòàöèè ê ðàçíîîáðàçíûì
çàäà÷àì. Ðàñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâíîé ñåòêå, îêàéìëÿþùåé (ïîêðûâà-
þùåé ñ çàïàñîì) îáëàñòü ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî
ïîäâèæíîé è àäàïòèâíîé ê ðåøåíèþ. Öåëüþ äâèæåíèÿ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ: 1)
óìåíüøåíèå îøèáîê àïïðîêñèìàöèè îêîëî ñêà÷êîâ è â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ,
2) îòñëåæèâàíèå ïîäâèæíûõ êîíòàêòíûõ è ìåæôàçíûõ ãðàíèö. Ïîäâèæíîñòü
óçëîâ îñíîâíîé ñåòêè îãðàíè÷åíà òðåáîâàíèÿìè íåâûðîæäåííîñòè ÿ÷ååê è
îòñóòñòâèÿ ðåçêèõ èçìåíåíèé ðàçìåðîâ è ôîðìû ÿ÷ååê. Âñå ýòî ðåàëèçóåòñÿ
ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óïðóãèõ ñåòîê [2, 3].

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè î ãåîìåòðèè îáëàñòè ðåøå-
íèÿ è äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èçâåñòíûõ òðóäíîñòåé ãåíåðàöèè ñåòîê â ìíîãîñâÿçíûõ
îáëàñòÿõ ñëîæíîé ïåðåìåííîé ãåîìåòðèè ïðèìåíåíû äîïîëíèòåëüíûå íàëî-
æåííûå ñåòêè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ðàñ÷åòà òåõ óçëîâ è ÿ÷ååê îñíîâíîé ñåòêè,
êîòîðûå íàêðûòû íàëîæåííûìè ñåòêàìè â çîíàõ, íåäîñòóïíûõ äëÿ òå÷åíèÿ.
Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî áåç îñîáûõ ïðîáëåì
ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ íà ïîäâèæíûõ, êîíòàêòíûõ, ìåæôàçíûõ è âíåøíèõ ãðà-
íèöàõ è ðàññ÷èòûâàòü èõ äâèæåíèå.

Îòìåòèì äàëåå îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ.
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Îñíîâíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïðèíÿòû â âàðèàöèîííîé ôîðìå ìåòîäà
Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà, ïîëó÷åííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
è ñîäåðæàùåé ïðîèçâîäíûå îò èñêîìûõ ôóíêöèé íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ, æèäêèõ è ãàçî-
îáðàçíûõ ñïëîøíûõ ñðåä çàïèñàíû åäèíîîáðàçíî ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ
è òåíçîðîâ â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè, ðàâíî ïðèãîäíîé äëÿ âñåõ ñðåä áåç
îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè ïðîöåññà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âêëþ÷àþò îïèñàíèå ôà-
çîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðèãîäíîå äëÿ ìåòîäîâ ñêâîçíîãî ñ÷åòà ïðîöåññîâ ðàçðó-
øåíèÿ è êîíñîëèäàöèè ñ îïðåäåëåíèåì ïîâåðõíîñòåé ëîêàëèçàöèè ïåðåõîäîâ.
Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [4, 5, 6, 7].

Èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâûõ ïðî-
èçâîäíûõ, èíòåãðàëû âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè
êâàäðàòóðàìè Ãàóññà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïðèìåíÿåìûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ
î÷åíü ïðîñòûìè è ãèáêèìè (ëåãêî ìîäèôèöèðóåìûìè ïðè èçìåíåíèÿõ â ïî-
ñòàíîâêàõ çàäà÷). Íàøè ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,÷òî ïðèìåíåíèå àïïðîêñè-
ìàöèé áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè äåëàåò àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òðóäíî ìîäèôè-
öèðóåìûìè ïðè èçìåíåíèÿõ â ïîñòàíîâêå çàäà÷, à âûèãðûø â òî÷íîñòè íå
îïðàâäûâàåò òðåáóåìûõ çàòðàò òðóäà.

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, òàêèå, íàïðèìåð, êàê êîíòàêòíûå óñëîâèÿ,
óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ/êîíñîëèäàöèè ó÷èòûâàþòñÿ â ñêâîçíîì ñ÷åòå [1, 6, 7, 8]
ìîäèôèêàöèåé âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà è øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ýâîëþöèîííûå çàäà÷è ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ÿâ-
íûì, ÿâíî-íåÿâíûì è íåÿâíûì äâóõñëîéíûì ñõåìàì ïåðâîãî è êâàçè-âòîðîãî
ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè. Íåÿâíûå ñõåìû ðåàëèçîâàíû èòåðàöèîííî, òàê ÷òî â ëþ-
áîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ðàñ÷åòà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ÿâíûì ñõåìàì. Ïîýòîìó
íèêàêèõ ìàòðèö æåñòêîñòè âû÷èñëÿòü è çàïîìèíàòü íå òðåáóåòñÿ è íèêàêèõ
ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé íå ïðîâîäèòñÿ. Ïàìÿòü ÝÂÌ ðàñõîäóåòñÿ î÷åíü ýêî-
íîìíî, à áûñòðîäåéñòâèå äîñòèãàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ýôôåêòèâíûõ èòåðàöèé
ïî ìåòîäó ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [9], òðåáóþùåãî äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà îïåðàöèé, ïðîïîðöèîíàëüíîãî N

√
N , ãäå N - ÷èñëî íåèçâåñòíûõ.

Äëÿ ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàòðè-
öû æåñòêîñòè, âû÷èñëåíèå êîòîðîé íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Ïîòðåáíàÿ ïàìÿòü
ÝÂÌ äëÿ òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñîñòàâëÿåò 5N .

Êîíñåðâàòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ âàðèàöèîííîé ôîðìîé ïðè-
ìåíÿåìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé ðåøå-
íèÿ. Ïðèìåíÿåìûå ñõåìû ðàñ÷åòà ïî âðåìåíè (ôèçè÷åñêîìó èëè ôèêòèâíî-
ìó â èòåðàöèÿõ) àíàëîãè÷íû öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûì äâóõñëîéíûì ñõåìàì.
Óñòîé÷èâîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ, âåëè÷èíà êîòîðîé â
êàæäîé ÿ÷åéêå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïîñîáó ñõåìû SUPG FEM [10] òàê, ÷òîáû
óðàâíîâåñèòü ïî íîðìå âêëàä îò äèôôóçèîííûõ ÷ëåíîâ è âêëàä îò ïðî÷èõ
÷ëåíîâ îäíîðîäíîé ÷àñòè â êàæäîì çàêîíå ñîõðàíåíèÿ (â êàæäîì áàëàíñíîì
óðàâíåíèè). Òàêóþ ðàçíîâèäíîñòü ñõåìû íàçûâàåì "ñõåìîé óðàâíîâåøèâàþ-
ùåé âÿçêîñòè". Â çîíàõ ñæàòèÿ (∇·v < 0) è ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ (M > 1)
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êîýôôèöèåíò óðàâíîâåøèâàþùåé âÿçêîñòè ñïåöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ âäâîå,
÷òî óëó÷øàåò ðàñ÷åò ñêà÷êîâ. Ôèçè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âÿçêîñòè ïðè ýòîì
êîððåêòèðóåòñÿ (óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè) ïî ìåòîäó
ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè [11].

Äëÿ ìîíîòîíèçàöèè è óñòðàíåíèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ïàðàçèòíûõ âîçìó-
ùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîå ïîêîîðäèíàòíîå ñãëàæèâàíèå â ðåäêèõ
ðàñ÷åòíûõ óçëàõ, êîòîðûå 1) ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ðåáðó è 2) èìå-
þò ðàçíûé çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ (ðåá-
ðî ðàñïîëîæåíî ïðîèçâîëüíî). Ðåàëüíî ýòà ïðîöåäóðà ïðîâîäèòñÿ â êðàéíå
ìàëîì êîëè÷åñòâå óçëîâ. Îðèåíòàöèÿ ðåáðà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ðîëè íå èãðàåò.

Îïèñàííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèåìîâ, îáîñíîâàòü êîòîðûå óäàåòñÿ òîëüêî íà
óðîâíå ïðàâäîïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé, ñîâìåñòíî ñ àäàïòàöèåé ïðîèçâîëüíî
ïîäâèæíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïî ìåòîäó óïðóãèõ ñåòîê äàåò óäèâèòåëüíî õîðî-
øèå ðåçóëüòàòû. Ëåãêî ïðîâåðèòü.

II Ðåçóëüòàòû

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ õàðàêòåðíûõ çàäà÷ ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè
ðàçäåëà ñðåä è ñêà÷êàìè ñ ïîìîùüþ ïîäâèæíûõ àäàïòèâíûõ è íàëîæåííûõ
ñåòîê. Íà Ðèñ. 1, a-b äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0.5 è 4.0 ïîêàçàíà àäàïòèâíàÿ
óïðóãàÿ ñåòêà â èçâåñòíîé ïðîâåðî÷íîé çàäà÷å î òå÷åíèè èäåâëüíîãî ñîâåð-
øåííîãî ãàçà â êàíàëå (3.0x1.0) ñî ñòóïåíüêîé âûñîòû 0.4, ðàñïîëîæåííîé íà
ðàññòîÿíèè 0.6 îò âõîäà â êàíàë. Ñêîðîñòü íà âõîäå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì
Ìàõà 3.0, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû 1.4. Ñêà÷êè âèäíû ïî ñãóùåíèþ àäàïòèâíîé
ñåòêè. Ñîãëàñîâàíèå ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì îòëè÷íîå.

a) b)
Ðèñ. 1. Òå÷åíèå èäåàëüíîãî ãàçà â êàíàëå M = 3 , γ = 1.4 , àäàïòèâíàÿ ñåòêà
äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 0.5 (a), t = 4.0 (b)

Íà Ðèñ. 2, a-b äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0.45 è 7.0 ïðåäñòàâëåíû èçîëèíèè
ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà (÷èñëî èçîëèíèé è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïîêàçàíû íà
ðèñóíêàõ) äëÿ çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè äâóõ öè-
ëèíäðîâ. Îêàéìëÿþùàÿ ñåòêà ñíà÷àëà áûëà ðàâíîìåðíîé. Öèëèíäðû çàäàíû
íàëîæåííûìè ñåòêàìè. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îñíîâíàÿ ïîäâèæíàÿ àäàïòèâíàÿ
ñåòêà äâèãàëàñü, ïîäñòðàèâàÿñü è îòëàâëèâàÿ ïîëîæåíèå ãðàíèö íàëîæåííûõ
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ñåòîê è ïîäâèæíûå ðàçðûâû ðåøåíèÿ (ñêà÷êè). Îêàéìëÿþùàÿ ñåòêà ñîäåð-
æàëà 160x160 êâàäðàòíûõ ÿ÷ååê.Ïîòîê íàáåãàë ñíèçó ñ ÷èñëîì Ìàõà 3.0. Ïî-
êàçàòåëü àäèàáàòû 1.4. Ðàçìåð îáëàñòè ðåøåíèÿ 5.0x5.0. Ðàäèóñû öèëèíäðîâ
0.2. Ñêà÷êè è èõ âçàèìîäåéñòâèå ðàññ÷èòàíû îòëè÷íî.

a) b)
Ðèñ. 2. Èçîëèíèè ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà ïðè t = 0.45 (a) è t = 7.0 (b)
Íà Ðèñ. 3, a-b ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ïîäâèæíîé àäàïòèâíîé ñåòêè â óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷å ôîðìîâàíèÿ ëîïàòêè òóðáèíû èç öèëèíäðè÷åñêîé çàãî-
òîâêè ïîä äåéñòâèåì àáñîëþòíî æåñòêèõ øòàìïîâ. Â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà
ðàçìåð ÿ÷ååê ñåòêè ïîääåðæèâàëñÿ ðàâíîìåðíûì, ÷òîáû èçáåæàòü óìåíüøå-
íèÿ øàãà ïî âðåìåíè èç-çà ñïëþùèâàíèÿ ÿ÷ååê â çîíàõ ñæàòèÿ, ÷òî èìååò
ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæåâûõ ñåòîê. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ÷òî âñå

a) b)
Ðèñ. 3. Óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à î ôîðìîâàíèè ëîïàòêè òóðáèíû æåñòêè-
ìè øòàìïàìè. Àäàïòèâíàÿ ñåòêà â íà÷àëå (a) è êîíöå (b) ïðîöåññà.
ñîñòàâëÿþùèå ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ óæå ìíîãîêðàòíî ïî îò-
äåëüíîñòè îáñóæäàëèñü â ëèòåðàòóðå. Çäåñü ëèøü ïîêàçàíî, íàñêîëüêî ïðè-
âëåêàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ýòîé êîëëåêöèè íàõî-
äîê â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Íàáîð ïðèåìîâ íå ïðåòåíäóåò íà îï-
òèìàëüíîñòü, íî èìååò ðÿä î÷åâèäíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êà÷åñòâ. Â ÷àñòíîñòè
ê äîñòîèíñòâàì äàííîãî ïîäõîäà ñëåäóåò îòíåñòè îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè
äëÿ êàæäîé íîâîé çàäà÷è çàíîâî ïîäáèðàòü çíà÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êðîìå ìîíèòîðíîé ôóíêöèè.
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