


Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ
íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë. Íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé
ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, íàïðèìåð,
ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè è äèñêëèíàöèÿìè, òî÷å÷íûìè äåôåêòà-
ìè, íåîäíîðîäíûìè òåìïåðàòóðíûìè ïîëÿìè, óñàäêîé, è ò.ï. Ñëåäñòâèÿ-
ìè íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è èñêà-
æåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû òåëà. Ýòè ôàêòîðû îïðåäåëÿþò êðèòè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû ñîâðåìåííûõ âûñîêîòî÷íûõ òåõíîëîãèé, â ÷àñòíîñòè, â
òåõíîëîãèÿõ àääèòèâíîãî èçãîòîâëåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ðàçâèòèå ìåòîäîâ
èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåí-
íîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû
îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè: ìàòåðèàëüíûì è ôèçè÷åñêèì. Íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
çàäàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòðèêè è ñâÿçíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå, íååâêëèäî-
âû, íàäåëÿþùèå èõ ñâîéñòâàìè íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Summary

This paper is intended to provide a systematic treatment of those parts of
modern di�erential geometry that are essential for modeling of incompatible
�nite deformations in solids. The incompatibility of deformations may be
caused by a variety of physical phenomena; among them are: distributed
dislocations and disclinations, point defects, non-uniform thermal �elds,
shrinkage, etc. Incompatible deformations results in residual stresses and
distortion of geometrical shape. These factors are associated with critical
parameters in modern high-precision technologies, particularly, in additive
manufacturing, and considered to be Ipso Facto essential constituents in
corresponding mathematical models. In this context, the development of
methods for their quantitative description is the actual problem of modern
solid mechanics. The methods in question are based on the representation
of a body and physical space in terms of di�erentiable manifolds, namely
material manifold and physical manifold. These manifolds are equipped with
speci�c metrics and connections, non�Euclidian in general.
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4 Ïðåäèñëîâèå

Предисловие

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ
íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë. Íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé
ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, íàïðèìåð,
ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè è äèñêëèíàöèÿìè, òî÷å÷íûìè äåôåê-
òàìè, íåîäíîðîäíûìè òåìïåðàòóðíûìè ïîëÿìè, óñàäêîé, ðîñòîì, è ò.ï.
Ñëåäñòâèÿìè íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå íàïðÿæå-
íèÿ è èñêàæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû òåëà. Ýòè ôàêòîðû îïðåäåëÿþò
êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîâðåìåííûõ âûñîêîòî÷íûõ òåõíîëîãèé, â ÷àñò-
íîñòè, â òåõíîëîãèÿõ àääèòèâíîãî èçãîòîâëåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ðàçâèòèå
ìåòîäîâ èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé
ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ãåîìåòðè÷åñêèå
ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè: ìàòåðèàëüíûì è ôèçè÷åñêèì. Íà ýòèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ çàäàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòðèêè è ñâÿçíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå,
íååâêëèäîâû, íàäåëÿþùèå èõ ñâîéñòâàìè íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âñÿ ðàáîòà â öåëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå
ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ òåîðèè íåñîâìåñòíûõ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé è
ðàçäåëåíà íà äâå ãëàâû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íååâêëèäîâîé
ñòðóêòóðû ìàòåðèàëüíîãî è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâ. Ñâÿçíîñòü ôè-
çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàåòñÿ a priori è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîáðàæåíèÿ-
ìè, íå çàâèñÿùèìè îò ñâîéñòâ äåôîðìèðóåìîãî òåëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè-
ìåðîì íååâêëèäîâà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü äâóìåð-
íàÿ æåñòêàÿ ïîâåðõíîñòü, ôîðìàëèçóþùàÿ êðèâîëèíåéíóþ ïîäëîæêó,
èñïîëüçóåìóþ ïðè îñàæäåíèè â õîäå àääèòèâíîãî ïðîöåññà. Ñâÿçíîñòü
ìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îòðàæàåò âíóòðåííèå ñâîéñòâà (ñîáñòâåí-
íóþ ãåîìåòðèþ) òåëà è îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ëîêàëüíûõ åäèíîîáðàçíûõ
êîíôèãóðàöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ åãî ¾ñáîðêó¿ èç èäåíòè÷íûõ åäèíîîá-
ðàçíûõ áëîêîâ. Åäèíîîáðàçíîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíê-
öèîíàë îòêëèêà äàåò äëÿ íèõ îäèí è òîò æå äåñêðèïòîð îòêëèêà íà
âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ äåôîðìàöèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ñáîðêè ïîëó÷àåòñÿ
òåëî, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ïîãðóæåíî áåç äåôîðìàöèè â ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ñàìîíàïðÿæåííûõ òåë,
ïîëó÷àåìûõ â àääèòèâíûõ ïðîöåññàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ åãî ôîðìà-
ëèçàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîãðóæåíèå â íååâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî



Ïðåäèñëîâèå 5

(ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ). Íà ÿçûêå òåî-
ðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîñòðîåíû ôîðìàëèçàöèè òåëà è ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì äåôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê âëîæåíèå (èëè, â
îñîáîì ñëó÷àå, ïîãðóæåíèå) ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ôèçè÷åñêîå.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè ìåð äåôîðìàöèé â íååâêëè-
äîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèâëå÷åíèå ïîëîæåíèé íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
ïîçâîëÿåò: i) îïðåäåëèòü ãëîáàëüíóþ åäèíîîáðàçíóþ îòñ÷åòíóþ ôîðìó
äëÿ òåë ñ ðàñïðåäåëåííûìè äåôåêòàìè èëè ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíî-
ñòüþ, âûçâàííîé ïîýòàïíûì ñîçäàíèåì òåëà â õîäå àääèòèâíîãî ïðîöåñ-
ñà; ii) îïðåäåëèòü ãëîáàëüíóþ àêòóàëüíóþ ôîðìó äëÿ òåë â íååâêëèäî-
âîì ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíûõ êðèâîëèíåéíûõ
ìåìáðàí (ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé).

Ñôîðìóëèðîâàíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìåð äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà,
ïîðîæäàåìûõ âëîæåíèÿìè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ôîðìàëèçóþùåãî
òåëî, â ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ôîðìàëèçóþùåå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäëî-
æåí ñïîñîá îïèñàíèÿ äåôîðìèðóåìîãî òåëà ïåðåìåííîãî ñîñòàâà êàê ñå-
ìåéñòâà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, íàä êîòîðûì îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ðàçáèåíèÿ è ñîåäèíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè
íåîäíîðîäíîñòåé, çàäàâàåìûõ ñöåíàðèåì àääèòèâíîãî ïðîöåññà. Ïîäðîá-
íî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ñòðóêòóðíîé íåîäíî-
ðîäíîñòè.
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Список основных обозначений

B � Òåëî
∨ � Îïåðàöèÿ ñîåäèíåíèÿ òåë
P � Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

C𝑟(B; P) � Ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé κ : B → P
𝑉, 𝑣 � Ìàòåðèàëüíàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ òåëà
C � Ïðàâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà
B � Ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà

T, 𝜎 � Íàïðÿæåíèÿ Êîøè
P, p � Íàïðÿæåíèÿ Ïèîëû�Êèðõãîôà ïåðâîãî ðîäà
S, s � Íàïðÿæåíèÿ Ïèîëû�Êèðõãîôà âòîðîãî ðîäà
e � Òåíçîð Ýøåëáè
M𝑛 � Àáñòðàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛

C𝑟(M𝑛; N𝑚) � Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç M𝑛 â N𝑚

êëàññà 𝐶𝑟

O𝑘(𝑝) � Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èçM𝑛 â R, èìåþ-
ùèõ êëàññ 𝐶𝑘 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 𝑝 ∈ M𝑛

𝑇𝑝M
𝑛 � Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ M𝑛

â òî÷êå 𝑝
𝑇M𝑛 � Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛

𝑇 *
𝑝M

𝑛 � Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ
M𝑛 â òî÷êå 𝑝

𝑇 *M𝑛 � Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛

V𝑟(M𝑛) � Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íàM𝑛 êëàññà
𝐶𝑟

F𝑟
𝑘 (M

𝑛) � Ìíîæåñòâî âñåõ 𝑘�ôîðì íà M𝑛 êëàññà 𝐶𝑟

𝑢 � Âåêòîð, âåêòîðíîå ïîëå (ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ)

(𝜕𝑖), (𝑑𝑥
𝑖) � Êîîðäèíàòíûé ðåïåð è êîðåïåð

𝜔 � Âíåøíÿÿ ôîðìà, ïîëå ôîðì (ãðå÷åñêèé
øðèôò)
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⊗ � Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

∧ � Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå
L𝑢 � Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢

[𝑢, 𝑣] � Ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢 è 𝑣
g � Ðèìàíîâà ìåòðèêà

(·)♭, (·)♯ � ¾Ìóçûêàëüíûå¿ èçîìîðôèçìû
𝑇𝑓 � Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ê 𝑓
𝑓 * � Îáðàòíûé îáðàç (¾pullback¿)
𝑓* � Ïðÿìîé îáðàç (¾pushforward¿)
∇ � Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü
T � Êðó÷åíèå àôôèííîé ñâÿçíîñòè
R � Êðèâèçíà àôôèííîé ñâÿçíîñòè
Q � Íåìåòðè÷íîñòü
* � Îïåðàòîð (¾çâåçäà¿) Õîäæà

d, D � Îïåðàòîðû Êàðòàíà
(E𝑚, V𝑚) � Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâîE𝑚 ñ òðàíñëÿöèîííûì

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V𝑚 ðàçìåðíîñòè 𝑚
𝑢, 𝑇 � âåêòîð èç V𝑚 è ëþáîé èç òåíçîðîâ, ïðèíàäëå-

æàùèõ V𝑚 ⊗V𝑚, V𝑚 ⊗ (V𝑚)* è òä.
(·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, · : V𝑚 ×V𝑚 → R
x, y � Îïåðàöèè ñâåðòêè

Â òðåòüåé ãëàâå [1] êðàòêî ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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ГЛАВА 1

Единообразные конфигурации

1. Введение

1∘. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòè-
íóóìà [2�4] îñíîâàíû íà òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèÿõ ñîâðåìåííîé ãåîìåò-
ðèè è òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé [5�7]. Òî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ôîðìàëèçîâàòü ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ôåíîìåíû,
áûëî ïîêàçàíî åùå â êîíöå XIX âåêà â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ Áåëüòðàìè,
Ïóàíêàðå, Ëåâè�×èâèòû, à çàòåì, Ýéíøòåéíà, Âåéëÿ, Êàðòàíà è äð. [8].
Ïëîäîòâîðíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ òåë ñ äåôåêòàìè
(äèñëîêàöèÿìè, äèñêëèíàöèÿìè è ò.ä.) óáåäèòåëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà
â ðÿäå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò [9�12]. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû óñïåøíî ïðè-
ìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñòóùèõ òåë [13�18].
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì â ôèçèêå è ìåõàíèêå êîí-
òèíóóìà ïîñâÿùåí ðÿä çàðóáåæíûõ ìîíîãðàôèé [19, 20], òåîðåòè÷åñêèé
àïïàðàò ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè ïîêà èìååò ëèøü ÷àñòè÷íîå (è äîâîëüíî
ñëàáîå) ïåðåñå÷åíèå ñ ìåòîäîëîãèåé, èñïîëüçóåìîé â ñîâðåìåííîé ìåõà-
íèêå êîíòèíóóìà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà â èçâåñòíîé ìåðå ðàñøèðÿåò ýòî
ïåðåñå÷åíèå.

2∘. Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îá àêòóàëüíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçâè-
âàþòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, îñíîâàííûå íà èçãîòîâëåíèè äåòàëåé

9
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ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàíåñåíèÿ ìàòåðèàëà íà ïîäëîæêó, êîòîðàÿ ìî-
æåò èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Ëîêàëüíàÿ ïîëèìå-
ðèçàöèÿ, ýëåêòðîõèìè÷åñêîå îñàæäåíèå [21], íàïëàâêà, ñåëåêòèâíîå ëà-
çåðíîå ñïåêàíèå, ñòåðåîëèòîãðàôèÿ [22] � ëèøü ÷àñòü ñïèñêà òàêèõ òåõ-
íîëîãèé. Ýòè òåõíîëîãèè ïðèíÿòî íàçûâàòü àääèòèâíûìè [23, 24]. Àä-
äèòèâíûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò èçãîòàâëèâàòü äåòàëè ñî ñëîæíîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé è, òåîðåòè÷åñêè, èç ëþáîãî ìàòåðèàëà. Ïîìèìî ÿâ-
íûõ òåõíè÷åñêèõ ïðåèìóùåñòâ, àääèòèâíûå òåõíîëîãèè âåñüìà ïðèâëå-
êàòåëüíû ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåòñÿ ïóòü
îò ïðîåêòà äî èçäåëèÿ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïåðàòèâíîãî èçìåíåíèÿ
ïðîåêòà â õîäå ðàçðàáîòêè, ñòîèìîñòü è ðåñóðñîåìêîñòü èçäåëèé ñëîæíîé
ôîðìû, íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíî âûñîêóþ ñòîèìîñòü ðàñõîäíîãî ìàòå-
ðèàëà (ïîðîøêè, ïîëèìåðû è ò.ï.) ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì ïðè èõ
èçãîòîâëåíèè òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì [25].

Âíåäðåíèþ íîâîé òåõíîëîãèè ñîïóòñòâóþò òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëå-
ìû. Îäíà èç íèõ � èñêàæåíèÿ ôèíàëüíîé ôîðìû, âûçâàííûå óñàäêîé
ïðè îòâåðæäåíèè (ñîëèäèôèêàöèè) ìàòåðèàëà. Ïðè èçãîòîâëåíèè òîíêî-
ñòåííûõ äåòàëåé ýòè èñêàæåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü çàäàí-
íóþ òî÷íîñòü. Îäèí èç ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ èñêàæåíèé � èõ êîìïåí-
ñàöèÿ íà÷àëüíûìè èñêàæåíèÿìè, ó÷èòûâàåìûìè â ïðîåêòå. Îáðàçíî ãî-
âîðÿ, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíîãî òåëà, íàïðèìåð, êó-
áà, ñëåäóåò ïåðåäàòü â òåõíîëîãè÷åñêóþ ìàøèíó öèôðîâóþ ìîäåëü òåëà
ñëîæíîé ôîðìû, òàêóþ, ÷òî åå îòëè÷èÿ îò êóáà íèâåëèðîâàëèñü áû èñ-
êàæåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ñîëèäèôèêàöèè â õîäå ïðîöåññà [26,27].
Çàäà÷à òåîðåòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ êîìïåíñèðóþùèõ èñêà-
æåíèé � ñëîæíàÿ çàäà÷à, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷, è íà
íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ðåøåííàÿ. Åå ðåøåíèå ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëü-
íîå èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è î òåîðåòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè èñêàæå-
íèé ñîçäàâàåìîãî òåëà â õîäå òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà.

3∘. Êàê ïðàâèëî, â àääèòèâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ñóùå-
ñòâåííî ïðîÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ýôôåêòû. Ýòî ñâÿçàíî ñ âûñîêîé êîí-
öåíòðàöèåé ýíåðãèè â çîíå ñïåêàíèÿ (â ïðîöåññàõ ëàçåðíîé íàïëàâêè),
ëèáî ñî ñëîæíîé ðåîëîãèåé ôîòîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñîëèäèôèêàöèè
ïîëèìåðà. Â ýòîé ñâÿçè, ïîñòðîåíèå îáùèõ ìîäåëåé ñëåäóåò îñóùåñòâ-
ëÿòü â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.

Îáøèðíàÿ îáëàñòü ðåàëèçàöèè îáñóæäàåìûõ àääèòèâíûõ òåõíîëî-
ãèé � ñîçäàíèå ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóð ìèêðîííîãî ìàñøòàáà, â ÷àñò-
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íîñòè, ìíîãîñëîéíûõ ìåìáðàí (LbL ïîëèìåðíûå ñòðóêòóðû, ìíîãîëèñò-
íûå ìåìáðàíû èç ãðàôåíà), õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò
íåñêîëüêî ìêì. Òàêîé ìàñøòàá âñå åùå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïè-
ñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäõîäû êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè, è ó÷è-
òûâàòü ñïåöèôèêó, ñâÿçàííóþ ñ ìàñøòàáîì, îñîáûìè íåëèíåéíûìè ôîð-
ìóëèðîâêàìè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (áîëåå äåòàëüíî ñì., íàïðè-
ìåð, [28,29]).

Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü òåë, ñîçäàííûõ â õîäå íåêîòîðîãî àääèòèâ-
íîãî ïðîöåññà � îòñóòñòâèå íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèè â òðàäèöèîííîì
ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
òåëå çàïàñåíà óïðóãàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü âûñâîáîæäåíà íè
ïðè êàêîé ãëàäêîé äåôîðìàöèè. Âûñâîáîæäåíèå ýòîé ýíåðãèè âîçìîæ-
íî òîëüêî ïðè ðàçðåçàíèè òåëà íà áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî íåñâÿçàííûõ
÷àñòåé � ïðîöåññ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îáðàòíûé àääèòèâíîìó èçãîòîâ-
ëåíèþ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â òåîðèè ðàñïðåäåëåííûõ ïî-
ëåé äåôåêòîâ (äèñëîêàöèé, äèñêëèíàöèé, ïîð) [30], â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé
òåðìîìåõàíèêè [31].

Ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå èç-çà îòñóòñòâèÿ íàòóðàëüíîé êîíôèãóðà-
öèè, ìîãóò áûòü ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàíû ðàçëè÷íûìè ïîíÿòèÿ-
ìè, òàêèìè, êàê íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé [10, 11], ïëîòíîñòü ïîëåé
äåôåêòîâ [32], èñòî÷íèêè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé [33]. Òàêèå ïîíÿòèÿ
âçàèìîñâÿçàíû è ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ åäèíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
î äåôîðìàöèè, êàê î ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè îáúåêòîâ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ íååâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ñèñòåìàòè÷å-
ñêè ðàçâèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ÷òî îòðàæåíî â åå íàçâàíèè.

4∘. Ïåðâûå ðàáîòû, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëàñü íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, áûëè îïóáëèêîâàíû â íà÷àëå
20 âåêà. Â íèõ áûëè ïðåäëîæåíû ðåëÿòèâèñòñêèå ìîäåëè äåôîðìèðóåìî-
ãî êîíòèíóóìà, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçîâàëèñü ðèìàíîâà è íåðè-
ìàíîâà ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè [34�39]. Òàêèì îáðàçîì, íååâ-
êëèäîâîé ñòðóêòóðîé ñíàáæàëîñü ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âìåùàþùåå
äåôîðìèðóåìîå òåëî. Èäåþ î òîì, ÷òî íååâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé äîëæíî
îáëàäàòü ïðîñòðàíñòâî, âìåùàþùåå îòñ÷åòíóþ íåíàïðÿæåííóþ ôîðìó
òåëà, ïî-âèäèìîìó âïåðâûå âûñêàçàëè Ýêêàðò1 [40] è Êîíäî [41�44], õî-

1Carl Eckart, 1948: «The traditional theory of the solid state rests on two false
assumptions. One is the principle of a constant relaxed (or standard) state. The other
is the principle of relaxability-in-the-large, first formulated mathematically by de Saint-
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òÿ èññëåäîâàíèÿ äåôîðìàöèè òâåðäîãî òåëà, âûçâàííîé äèñòîðñèåé, íå
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Âåéíãàð-
òåíà [45] è Âîëüòåððà [46]. Ïðè ýòîì, ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âìåùàþ-
ùåå íàáëþäàåìóþ (àêòóàëüíóþ) ôîðìó, ñîõðàíÿëî åâêëèäîâó ñòðóêòóðó.
Îáðàçíî ãîâîðÿ, òåëî èç âûìûøëåííîãî íååâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îòîá-
ðàæàëîñü â ôèçè÷åñêîå, åâêëèäîâî, ÷òî ïðèâîäèëî ê äåôîðìàöèÿì, êîòî-
ðûå ìîæíî íàçâàòü ñîáñòâåííûìè, ïîñêîëüêó îíè íå âûçâàíû âíåøíèìè
ïîëÿìè. Êîíäî ïîêàçàë, ÷òî òàêèå ñîáñòâåííûå äåôîðìàöèè ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóþò ïîëÿ äåôåêòîâ, êàê âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèé,
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðàâèëîì ïàðàëëåëüíî-
ãî ïåðåíîñà â ïðîñòðàíñòâå, âìåùàþùåì îòñ÷åòíóþ ôîðìó. Îíè êîëè÷å-
ñòâåííî õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì àô-
ôèííîé ñâÿçíîñòè. Èäåÿ î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà, âìåùàþùèå îòñ÷åòíóþ
è àêòóàëüíóþ ôîðìû, íå ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè, áûëà ðåâîëþöèîííîé
äëÿ òîãî âðåìåíè (Êóíèí ââåë âåñüìà îáðàçíûé òåðìèí � âíóòðåííÿÿ
ãåîìåòðèÿ òåëà [47]) è èíèöèèðîâàëà îòäåëüíîå òåîðåòè÷åñêîå íàïðàâ-
ëåíèå â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ñì., Áèëüáè [48], Çèãåð [49], Íàé [9],
Êð¼íåð [50], Íîëë [51], Âàí [52], Ìîæåí [4], Ýïøòåéí [2,3], Ìÿñíèêîâ [53].
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäîëîãèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áëèçêà ê ìåòî-
äîëîãèè ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè, ðàçâèòîé øêîëîé Òðóñäåëëà [54, 55] â
ñåðåäèíå XX âåêà, ÷òî îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé ¾àáñòðàêòíûé¿ âèä òåî-
ðèè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñëåäóåò ýòîé ìåòîäîëîãèè.

Замечание 1 . Физико-механические особенности тел, получаемых в ходе ад-
дитивных технологических процессов, в основном, обусловлены несовместными де-
формациями, определяемыми сценарием процесса. В этой связи такие тела подобны
кристаллическим телам, в которых несовместность деформаций вызвана дефектами
их структуры. Для моделирования их напряженного состояния может быть использо-
ван единый подход теории несовместности, основы которой были заложены в работах
Крёнера [11] и Де Вита [10].

Напомним, что теория несовместности Крёнера основана на представлении тен-
зорного поля дисторсии 𝛽 как произвольного гладкого тензорного поля второго ран-
га, которое может быть представлено как градиент некоторого гладкого векторного
поля лишь в частных случаях. Эти частные случаи соответствуют классическим со-
отношениям для бездефектной среды и характеризуются условием интегрируемости
уравнения ∇𝑢 = 𝛽, которое, как это известно из теории потенциала, сводится к
соотношению ∇ × 𝛽 = 0. Нарушение этого условия определяет меру дислокаций
𝛼 = ∇× 𝛽 (здесь 𝛼 — тензор плотности дислокаций, [11]). В классических работах
по теории упругости условия интегрируемости формулируются в терминах полей де-

Venant. His equations are essentially identical with Riemann’s equations expressing the
condition that a geometry be Euclidean-in-the-large».



1. Ââåäåíèå 13

формаций 𝜀 = [𝛽]sym и вращений 𝜔 = [𝛽]asym следующим образом:∇×𝜀−(∇−→𝜔 )T = 0,
где −→𝜔 — вектор, ассоциированный с антисимметричным тензором 𝜔. Повышая по-
рядок дифференциальных операций в левой части этого равенства, можно получить
независимые условия для 𝜀 и 𝜔, а именно, условия Сен-Венана ∇× (∇× 𝜀)T = 0 и
∇·−→𝜔 . Вместе с тем, как показал Де Вит, эти условия являются необходимыми, но не
достаточными; при выполнении этих условий поле перемещений, соответствующее
заданным 𝜀 и 𝜔, находится с точностью до жесткого движения и градиента неко-
торой скалярной функции [10]. Если этот произвол нивелируется дополнительными
условиями (например, краевыми), то перемещения однозначно определяются форму-
лами Чезаро. В терминах тензора изгиба-кручения 𝜅 = ∇−→𝜔 можно сформулировать
более общие условия совместности: ∇×𝜅 = 0 и 𝜅 = −(∇× 𝜀)T [10]. Эти условия яв-
ляются необходимыми и достаточными. Последнее условие явно указывает на связь
между малыми деформациями и поворотами. Если поля 𝜅 и 𝜀 известны и удовлетво-
ряют перечисленным условиям совместности, то искомые повороты и перемещения
определяются по формулам типа Чезаро [10]:

−→𝜔 (𝑟) = −→𝜔 (𝑟0) +

𝑟∫︁
𝑟0

𝑑𝑟′ · 𝜅(𝑟′),

𝑢(𝑟) = 𝑢(𝑟0) +
−→𝜔 (𝑟0)× (𝑟 − 𝑟0) +

𝑟∫︁
𝑟0

𝑑𝑟′ · {𝜀(𝑟′) + 𝜅(𝑟′)× (𝑟 − 𝑟′)},

где 𝑟0 — вектор места фиксированной точки. Эти соотношения определяют однознач-
ные, не зависящие от пути интегрирования поля, что следует из теоремы Стокса и
условий совместности в терминах 𝜅.

Нарушение условий совместности характеризует феномен пластической дефор-
мации, которая является следствием возникновения и перераспределения дефектов
в идеальном теле (кристалле). Физическая интерпретация пластической деформа-
ции кристаллов была сформулирована в работах Делингера, Тейлора, Орована, По-
ляни [56–60], которые объяснили расхождение теоретической оценки механических
свойств кристаллов, полученной Френкелем [61], и экспериментальных данных. Сле-
дует отметить, что в рамках этих воззрений известной считалась пластическая дис-
торсия 𝛽p, а несовместной полагалась ее симметричная часть, 𝜀p. Мера несовмест-
ности определялась тензором несовместности 𝜂 = −∇ × (∇ × 𝜀p)T, или тензором
плотности дислокаций 𝛼 = −∇ × 𝛽p [10]. Последняя характеристика имеет ясную
геометрическую интерпретацию как подынтегрального выражения для определения
вектора Бюргерса [11]. При этом напряженное состояние в теле полностью опре-
деляется упругой деформацией, накладываемой на пластическую так, что тело не
распадается на отдельные части [11, стр. 23]. Это позволяет классифицировать те-
ло как локально простое. Отметим, что упругая деформация и поворот, связанны
между собой соотношением (∇× 𝜀)T +∇−→𝜔 = 𝐾, где 𝐾 — коссера-наевский тензор,
характеризующий относительный поворот кристаллической решетки.

Таким образом, вследствие несовместной пластической деформации, тело распа-
дается на «пазл» бесконечно малых элементов (осколков), которые могут собраны
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в сплошное тело посредством упругой индивидуальной деформации каждого такого
осколка. Более общая ситуация возникает, если считать, что помимо индивидуаль-
ной деформации, каждому осколку следует сообщить индивидуальный упругий по-
ворот, не связанный с деформацией, определив тем самым ориентацию директоров
(по терминологии теории моментных сред). Для этой цели, по предложению Де Вита,
используется тензор изгиба-кручения 𝜅, который в случае совместной деформации
определяется равенством 𝜅 = ∇−→𝜔 , а в общем случае задается как произвольное глад-
кое поле [10]. Напряженное состояние тела в этом случае зависит от двух независи-
мых полей — упругой деформации и упругого изгиба-кручения, которые обеспечива-
ют интегрируемость соотношений для полных полей. Источники собственных напря-
жений определяются мерами несовместности деформаций (плотностью дислокаций
𝛼) и мерой плотности дисклинаций, определенной равенством 𝜃 = −∇×𝜅p. Образно
говоря, вследствие непрерывного распределения дефектов двух типов — дислокаций
и дисклинаций, тело распадается на «пазл» осколков, которые могут быть собраны
в сплошное тело посредством упругой индивидуальной деформации и независимой
упругой ориентации граней. В рамках этого подхода упругая дисторсия оказыва-
ется неопределенной, но ее симметрическая часть определена однозначно. Напря-
женное состояние тела характеризуется законами состояния для сред с моментными
напряжениями [62] или микроструктурой [63]. Экспериментальная идентификация
дисклинаций была осуществлена в середине XX века [64–66], в частности, при ис-
следовании механики жидких кристаллов. Заметим, что еще в пионерских работах
Крёнера и Де Вита [10, 11] отмечалась тесная связь тензоров плотностей дислока-
ций и дисклинаций с тензорами кручения и кривизны материальной связности. Ими
же было указано на связь континуальной теории дислокаций с теорией гравитации
Эйнштейна –Картана.

Геометрическая теория дефектов при конечных деформациях получила разви-

тие в последней декаде (см., например, [67]). Следует отметить, что в рамках ли-

нейной теории существуют иные подходы к описанию классов дефектов, основанные

на свойствах интегрируемости уравнений, характеризующих кинематику континуу-

ма [68–70]. В этих работах предложена иерархическая классификация дефектов по

порядку их интегрируемости и более детальная классификация, связанная с поняти-

ями ранга, типа, сортности и глубины. ♠
5∘. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-

ìåòðèè è òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ñâÿçíîñòåé
è âíåøíåãî èñ÷èñëåíèÿ Êàðòàíà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêîé ñïîñîá îïè-
ñàíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ïðîèëëþñòðèðîâàí â ðÿäå ìîíîãðàôèé
(ñì. [19, 20, 71]), åãî íåëüçÿ íàçâàòü îáùåïðèíÿòûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå,
â òåêñòå ïîäðîáíî ïîÿñíÿþòñÿ èñïîëüçóåìûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è
ïðèâîäèòñÿ èõ èíòåðïðåòàöèÿ ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè.
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2. Геометрическая мотивация

6∘. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äåôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè, êîòîðóþ íàçûâàþò îòñ÷åòíîé. Ïå-
ðåìåùåíèÿ îòñ÷èòûâàþòñÿ îò îáðàçà ýòîé êîíôèãóðàöèè, à âû÷èñëåííûå
ïî íèì äåôîðìàöèè ïîäñòàâëÿþòñÿ â çàêîí ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåò íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì, îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîëàãàåòñÿ ñâî-
áîäíîé îò íàïðÿæåíèé, èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, íàòóðàëüíîé. Çäåñü
òðåáóåòñÿ ïîÿñíåíèå òåðìèíà ¾ñâîáîäíûé îò íàïðÿæåíèé¿. Äåëî â òîì,
÷òî ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà è äëÿ åå
êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ââîäèòñÿ êîíöåïöèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà, êî-
òîðûé ïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì â ñðàâíåíèè ñ òåëîì (íàñòîëüêî
ìàëûì, ÷òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè), è äîñòàòî÷íî áîëüøèì â ñðàâíåíèè ñ ìèêðîñòðóêòó-
ðîé ìàòåðèàëà (íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäïîëîæåíèå
î ëîêàëüíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè àêñèîìîé2 [73,74]). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íàéäåí òðåáóåìûé êîìïðîìèññ è òåëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ. Äåôîðìàöèÿ òåëà âûçûâàåò äåôîð-
ìàöèþ êàæäîãî òàêîãî îáúåìà. Âûáèðàÿ òåñòîâîå òåëî ïðîñòîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìû, íàïðèìåð, êóá, è ðåàëèçóÿ â íåì îäíîðîäíóþ äåôîð-
ìàöèþ, ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå îáúåìû îòêëèêà-
þòñÿ íà íåå îäèíàêîâî, ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè, çàïàñàåìîé êàæäûì ýëåìåíòàðíûì îáúåìîì, îò åãî äåôîðìà-
öèè, è ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì íàéòè íàïðÿæåíèÿ. Åñëè îïðåäåëåíèå
çàâèñèìîñòè ïðåäïîëàãàëî àïïðîêñèìàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,
òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâåëà áû ê èäåíòèôèêàöèè çàêîíà ñîñòîÿíèÿ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàêîí ñîñòîÿíèÿ èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. ñâÿçû-
âàåò èñêàæåíèå ôîðìû ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è ýíåðãèþ (íàïðÿæåíèÿ),
äîáàâëÿåìóþ èëè óáàâëÿåìóþ â íåì. Ïðè ýòîì, ðå÷ü èäåò ëèøü î ïðè-

2Часто элементарный объем называют представительным. Концепция элементар-
ного объема подразумевает выбор того или иного структурного уровня, используе-
мого для построения теории. В зависимости от структурного уровня, согласно Н.Н.
Давиденкову (Н.Н. Давиденков, Сборник «Рентгенография к приложении к испыта-
нию материалов», 1936, стр. 393), различают собственные напряжения трех родов.
Это — напряжения на макроскопическом уровне, в областях порядка зерен кристал-
ла и в областях порядка кристаллической ячейки [72]. В настоящей работе пред-
ставительный объем берется настолько большим, чтобы исключить из рассмотрения
напряжения второго и третьего родов.
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ðàùåíèÿõ ýíåðãèè (íàïðÿæåíèé) à íå îá èõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ.

Òåïåðü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ òåñòîâîãî òåëà, ïåðåíîñÿòñÿ íà
òåëî, ïîäëåæàùåå ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìû äîëæíû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåëî ¾ñîáðàíî¿ èç òàêèõ æå ýëåìåí-
òàðíûõ îáúåìîâ, ÷òî è òåñòîâîå, è ÷òî âñå ýòè îáúåìû íàõîäÿòñÿ â òîì æå
ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ÷òî è îáúåìû òåñòîâîãî òåëà ïåðåä íà÷àëîì ýêñ-
ïåðèìåíòà. Òîãäà, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, ðàñ÷åòíûì
ïóòåì óäàåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè (íàïðÿæå-
íèé) â ìîäåëèðóåìîì òåëå. Èòàê, êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ãè-
ïîòåçó: элементарные объемы, составляющие тестовое тело перед экс-
периментом, и объемы, составляющие моделируемое тело, находят-
ся в одинаковом физическом состоянии. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå íå
ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé. Ïî òåðìèíîëîãèè [51], òåñòîâîå è
ìîäåëèðóåìîå òåëà èìåþò единообразную отсчетную конфигурацию. Â
ýòîé ñâÿçè, âìåñòî òåðìèíà ¾íàòóðàëüíàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ¿, ìû
áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ¿.

Íî åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñå-
ãäà! Òåëî ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè, âîçìóùàþùèå åãî åäèíîîá-
ðàçèå: äåôåêòû, â ÷àñòíîñòè, äèñëîêàöèè è äèñêëèíàöèè, íåîäíîðîäíûå
ïîëÿ òåìïåðàòóð, íåîäíîðîäíàÿ óñàäêà, âûçâàííàÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé
è ò.ï. Òåõíè÷åñêè, îòêëîíåíèå îò åäèíîîáðàçèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, ðàç-
ðåçàÿ òåëî íà ìàëûå ÷àñòè è ïîçâîëÿÿ èì äåôîðìèðîâàòüñÿ íåçàâèñèìî
(íà ýòîé èäåå îñíîâàíû áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé [75]). Òàêîé ïðèåì, ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, ýêâèâàëåíòåí óäàëåíèþ ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè îáú-
åìàìè. Äåôîðìèðóÿñü ñâîáîäíî, ýëåìåíòàðíûå îáúåìû ïåðåõîäÿò â åäè-
íîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå, îäíàêî èõ ñîâîêóïíîñòü ïåðåñòàåò áûòü ñïëîøíûì
òåëîì: îïèñàíèå òàêîé ñîâîêóïíîñòè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé êîíòèíóàëü-
íîé ôèçèêè ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ ïðîáëåìó. Âîçìîæíû äâà ñïî-
ñîáà ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû: 1. Îòêàçàòüñÿ îò åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèè è ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñïëîøíîé, íî íå
åäèíîîáðàçíîé ôîðìû. 2. Ñîáðàòü ãåîìåòðè÷åñêè íåñîâìåñòíûå ýëåìåí-
òàðíûå îáúåìû â ñïëîøíîå òåëî çà ñ÷åò ïîãðóæåíèÿ èõ â ïðîñòðàíñòâî
ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè íååâêëèäîâî ïðà-
âèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé öåëè ïðî-
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ñòðàíñòâî àôôèííîé ñâÿçíîñòè.
7∘. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå ìàòåðèàëû [51]. Èõ îòêëèê

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, îïðåäåëÿåìûì ëî-
êàëüíîé äåôîðìàöèåé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ôîðìàëüíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé â ïðîñòûõ
ìàòåðèàëàõ è ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Òðàíñôîð-
ìàöèÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì; â ñîâîêóïíîñòè ýòè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îïðåäåëÿþò (ïî ïðåäïîëîæåíèþ) íåïðåðûâíîå ïîëå ïðåîáðàçîâà-
íèé. Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè ìåòîäîì ïîäâèæíî-
ãî ðåïåðà Êàðòàíà òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
äåéñòâóþùèõ íà êîîðäèíàòíûå ðåïåðû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà, âìåùàþùåãî ïðîèçâîëüíûå èñêàæåííûå ýëåìåíòàðíûå îáúå-
ìû â ñîâìåñòíîé ôîðìå, ñâîäèòñÿ ê ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Êàðòàíà. Îñîáûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì
ïðîñòðàíñòâà � âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ òåëà (ïî òåðìèíîëîãèè Êóíèíà)
� õàðàêòåðèçóþò èñòî÷íèêè ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé.

8∘. Â ðàáîòàõ [15�18,31,51,52,67] ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âìåùàþ-
ùåå ôîðìû òåë, ïðåäïîëàãàëîñü àôôèííî�åâêëèäîâûì. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ îáùèõ ïîçèöèé � êàê
ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êðèâèçíîé, îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ýòî, âî�ïåðâûõ,
äåëàåò òåîðèþ áîëåå ïîëíîé è ñîãëàñîâàííîé, ò.ê. ñ ôîðìàëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîïðàâíûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Âî�âòîðûõ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâóìåðíûõ
òåë � ìåìáðàí � îáðàçû èõ êîíôèãóðàöèé ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íà íåêî-
òîðîé ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðè-
ìåð, ïðè îñàæäåíèè òîíêîé ïëåíêè íà ïîâåðõíîñòü øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòü îñàæäåíèÿ êàê äâóìåðíîå ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ.

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ýòèõ ñîîáðàæåíèé ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ìåìáðàíû, ïîëàãàÿ, ÷òî îáðàçû îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé ôîðì
èçâåñòíû, ïðè÷åì, îäíà èç íèõ, èëè îáå ñðàçó, íå ìîãóò áûòü ïîãðóæåíû
â åâêëèäîâó ïëîñêîñòü.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàáëþäàòåëÿìè, îïèñûâàþùèìè ¾ôèçè÷åñêóþ
ðåàëüíîñòü¿, áóäóò âûìûøëåííûå ¾äâóìåðíûå ñóùåñòâà¿, íàñåëÿþùèå
ìåìáðàíó � äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ïîäîáíî æèòåëÿì Ñôåðëàíäèè3.

3В художественной форме двумерный мир со сферической геометрией, населен-
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Îíè íå ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàòü äåôîðìàöèþ ìåìáðàíû, íî
îùóùàþò èçìåíåíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñâîåãî äâóìåðíîãî ìèðà, âû-
çâàííûå äåôîðìàöèåé. Êðîìå ¾äâóìåðíûõ íàáëþäàòåëåé¿, çà äåôîðìà-
öèåé ìåìáðàíû ñëåäÿò ìîãóùåñòâåííûå ¾òðåõìåðíûå íàáëþäàòåëè¿, ñïî-
ñîáíûå âèäåòü ôîðìó ìåìáðàíû â åå âîçìîæíûõ âëîæåíèÿõ â îáúåìëþ-
ùåå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè.

Îáðàç åäèíîîáðàçíîé êîíôèãóðàöèè ìåìáðàíû íå ìîæåò áûòü âëî-
æåí â åâêëèäîâó ïëîñêîñòü, íî ìîæåò áûòü âëîæåí â îáúåìëþùåå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êàê ÷àñòü ñôåðû (ðèñ. 1.1). Ïðè òàêîì âëîæåíèè,

Ðèñ. 1.1. Âëîæåíèå äâóìåðíîãî òåëà ñ íååâêëèäîâîé âíóòðåííåé
ãåîìåòðèåé â ïëîñêîå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ìàëûå îêðåñòíîñòè íàõîäÿòñÿ â åäèíîîáðàçíîì, ò.å. ôèçè÷åñêè íåðàç-
ëè÷èìîì ñîñòîÿíèè. Íåêîòîðûå èç íèõ èçîáðàæåíû îêðóæíîñòÿìè íà
ðèñ. 1.1. ¾Äâóìåðíûå íàáëþäàòåëè¿ íå ìîãóò íè÷åãî ñêàçàòü î ¾ñôå-
ðè÷íîñòè¿ ôîðìû èõ ìèðà è ìîãóò áûòü óáåæäåíû â òîì, ÷òî èõ ìèð
� ïëîñêèé. Ïóñòü ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå. Ëþáîå âëîæåíèå
ìåìáðàíû â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïðèâåäåò ê åå äåôîðìàöèè. Ïðè
ýòîì, ¾äâóìåðíûå íàáëþäàòåëè¿ îáíàðóæàò, ÷òî èõ åäèíîîáðàçíûé ìèð
ïåðåñòàë áûòü òàêîâûì: îêðóæíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèå îêðåñòíîñòè íà
ðèñ. 1.1, èñêàçÿòñÿ, ïðè÷åì ýòî èñêàæåíèå ïðîèçîéäåò áåç âèäèìîé äëÿ
¾äâóìåðíûõ íàáëþäàòåëåé¿ ïðè÷èí � íèêàêèå âíåøíèå ñèëîâûå ïîëÿ íå

ный «двумерными существами», описан в фантастическом романе Диониса Бюргера
«Сферландия» [76].
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ïðèêëàäûâàëèñü. Èñêàæåííûå îêðóæíîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.1 ñïëîø-
íûìè ëèíèÿìè. Ðÿäîì ñ íèìè, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïóíêòèðîì ïîêàçàíû íåèñ-
êàæåííûå îêðóæíîñòè. Ñîãëàñíî [4], ìåìáðàíà ïðèîáðåëà ìàòåðèàëüíóþ
íåîäíîðîäíîñòü (material inhomogeneity), îñòàâàÿñü ìàòåðèàëüíî åäèíî-
îáðàçíîé (materially uniform), ò.å. âûïîëíåííîé èç îäíîãî è òîãî æå ìà-
òåðèàëà. Ðàçóìååòñÿ, èçìåíåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ ñìîãóò íàáëþ-
äàòü òîëüêî ìîãóùåñòâåííûå ¾òðåõìåðíûå íàáëþäàòåëè¿. Ñ èõ òî÷êè
çðåíèÿ è ïðåäñòàâëåíû èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 1.1. ¾Äâóìåðíûå íàáëþäà-
òåëè¿ çàìåòÿò ëèøü èçìåíåíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñâîåãî ìèðà. Íàïðè-
ìåð, óïðóãîñòü ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ìåìáðàíû
ñòàíåò ðàçëè÷íîé, à, åñëè ìåìáðàíà îáëàäàåò îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,
òî îíà ñòàíåò îïòè÷åñêè íåîäíîðîäíîé � â ìèðå ¾äâóìåðíûõ íàáëþäà-
òåëåé¿ ïîÿâèòñÿ íå÷òî âðîäå ðàäóãè.

Замечание 2 . Вложение двумерного тела S в объемлющее трехмерное про-
странство E, изображенное на рис. 1.1, осуществлялось с помощью формул для сте-
реографической проекции:

𝑋 =
2𝑥

1 + 𝑥2 + 𝑦2
, 𝑌 =

2𝑦

1 + 𝑥2 + 𝑦2
, 𝑍 = −𝑥

2 + 𝑦2 − 1

𝑥2 + 𝑦2 + 1
. (1.2.1)

Здесь 𝑥, 𝑦 — поверхностные координаты, доступные для восприятия «двумерного на-
блюдателя», а 𝑋, 𝑌, 𝑍 — декартовы координаты объемлющего евклидова простран-
ства, определяющие геометрические места точек двумерного тела при его вложении,
доступные для восприятия могущественными «трехмерными существами». Окруж-
ности, символизирующие единообразные окрестности точек на S для «трехмерных
наблюдателей» представляются параметрически формулами:

𝑋 = 𝑋0 +
𝑟0
𝜔
𝑛3 cos𝜙, 𝑌 = 𝑌0 +

𝑟0
𝜔
𝑛3 sin𝜙, 𝑍 = 𝑍0 +

𝑟0
𝜔

(𝑛1 cos𝜙+ 𝑛2 sin𝜙) ,

𝜔 =
√︁
𝑛2
3 + (𝑛1 cos𝜙+ 𝑛2 sin𝜙)2, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋[,

где𝑋0, 𝑌0, 𝑍0 — трехмерные координаты центров окружностей, вычисляемые по фор-
мулам (1.2.1) для заданных 𝑥0, 𝑦0, 𝑟0 — их радиус (одинаковый для всех), (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)
— компоненты нормали к образу тела.

Вложение тела S в двумерное физическое пространство P задается преобразо-
ванием ̃︀𝑥 =

𝑋

1 + 𝑍
, ̃︀𝑦 =

𝑌

1 + 𝑍
.

В результате этого преобразования окружности трансформируются в замкнутые
кривые, параметризуемые в P посредством отображения (𝑥, 𝑦) ↦→ (̃︀𝑥, ̃︀𝑦), опреде-
ленного правилом

̃︀𝑥 =
𝜔𝑋0 + 𝑟0𝑛3 cos𝜙

𝜔 + 𝜔𝑍0 − 𝑟0(𝑛1 cos𝜙+ 𝑛2 sin𝜙)
, ̃︀𝑦 =

𝜔𝑌0 + 𝑟0𝑛3 sin𝜙

𝜔 + 𝜔𝑍0 − 𝑟0(𝑛1 cos𝜙+ 𝑛2 sin𝜙)
,
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где 𝜙 ∈ [0, 2𝜋[. ♠
Ïðåîáðàçîâàíèå îêðóæíîñòåé, ñèìâîëèçèðóþùèõ åäèíîîáðàçíûå îê-

ðåñòíîñòè, â èñêàæåííûå îáðàçû ïðîèñõîäèò ñ òî÷êè çðåíèÿ ¾äâóìåðíûõ
íàáëþäàòåëåé¿ ïî ïðè÷èíàì, íå ñâÿçàííûì ñ âèäèìîé äåôîðìàöèåé èõ
äâóìåðíîãî ìèðà, â òî âðåìÿ, êàê ¾òðåõìåðíûé íàáëþäàòåëü¿ ÿâíî âèäèò
ýòó äåôîðìàöèþ. Îäíàêî, ¾äâóìåðíûå íàáëþäàòåëè¿ ìîãóò ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ïî íåêîòîðûì ïðè÷èíàì èõ äâóìåðíûé ìèð èçìåíèë ñâîè ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà: åãî ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ òðàíñôîðìèðîâàëàñü
â ïëîñêóþ. Îáå òî÷êè çðåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ
âëîæåíèÿ òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îäíàêî àïåëëÿöèÿ ê ìîãó-
ùåñòâåííîìó ¾ìíîãîìåðíîìó íàáëþäàòåëþ¿ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêîé
è ñâÿçàííîé ñ òðóäíîèíòåðïðåòèðóåìûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ ¾âíóòðåííåãî íàáëþäàòåëÿ¿,
êîòîðûé ìîæåò îïåðèðîâàòü äâóìÿ ïîíÿòèÿìè: äåôîðìàöèåé òåëà è èç-
ìåíåíèåì ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà, âìåùàþùåãî ýòî òåëî.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íååâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé îáëàäàëî ïðî-
ñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå åäèíîîáðàçíóþ îòñ÷åòíóþ ôîðìó òåëà, à ôèçè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � åâêëèäîâà ïëîñêîñòü. Ëåãêî ïðåäñòàâèòü îáðàò-
íóþ ñèòóàöèþ: åäèíîîáðàçíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèåé,
à ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íåòðèâèàëüíîé
êðèâèçíîé. Ðèñóíîê 1.2 èëëþñòðèðóåò ýòî ñîîáðàæåíèå: ïëîñêàÿ ìåì-
áðàíà íàíîñèòñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà íåäåôîðìèðóåìîå
ñôåðè÷åñêîå îñíîâàíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèé âíîâü èñïîëüçîâà-
ëîñü ïðåîáðàçîâàíèå (1.2.1).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, íåñîâìåñòíûå äåôîðìà-
öèè òåëà õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè: âëîæåíè-
åì â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî
åãî îòñ÷åòíóþ åäèíîîáðàçíóþ êîíôèãóðàöèþ.

9∘. Ïðèâåäåì åùå îäíó ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ íååâêëèäîâîé
ñòðóêòóðû îòñ÷åòíîé ôîðìû. Ïóñòü òåëî B è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
P ïðåäñòàâëåíû äâóìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðè÷åì ïî óñëîâèþ P �
åâêëèäîâî (ò.å. êðó÷åíèå è êðèâèçíà ñâÿçíîñòè íàP òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ). Â âèäó åâêëèäîâîñòè P åãî ìîæíî èçîáðàçèòü äâóìÿ îðòîãîíàëü-
íûìè îñÿìè (𝑥1, 𝑥2) êàê íà ðèñ. 1.3, 1.4. Ïóñòü ñ ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì P ñâÿçàí íàáëþäàòåëü 𝐴, êîòîðûé ¾âèäèò¿ âñå, ÷òî ïðîèñõîäèò â
P, íî íå ìîæåò çàãëÿíóòü çà åãî ïðåäåëû: îí æèâåò â ïëîñêîì ìèðå, êàê
ïåðñîíàæè Ýäâèíà Ýááîòòà â Ôëàòëàíäèè [76]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèçè-
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Ðèñ. 1.2. Âëîæåíèå äâóìåðíîãî òåëà ñ åâêëèäîâîé âíóòðåííåé
ãåîìåòðèåé â íååâêëèäîâî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íûé ñëîé òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé S = T×P, â êîòîðîì äîáàâî÷íîå èçìåðåíèå ñîîò-
âåòñòâóåò âðåìåíè: äâèæåíèÿ â P õàðàêòåðèçóþòñÿ èçìåíåíèÿìè âçàèì-
íûõ ïîëîæåíèé òî÷åê â P ïðè ïåðåíîñå ñëîÿ P âäîëü äîáàâî÷íîé õðîíî-
ìåòðè÷åñêîé îñè T. Â ïðîñòðàíñòâå S íàõîäèòñÿ áîëåå ìîãóùåñòâåííûé
íàáëþäàòåëü, êîòîðûé âèäèò ñðàçó âñå îáðàçû êîíôèãóðàöèé òåëà B â
ñîâîêóïíîñòè � ò.å. íàáëþäàåò ìèðîâóþ òðóáêó òåëà B (ñì. ðèñ. 1.3,
1.4). Êàæäîå ñå÷åíèå ìèðîâîé òðóáêè � îáðàç êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Åñëè òåëî îáëàäàåò íàòóðàëü-
íîé êîíôèãóðàöèåé òî ýòó êîíôèãóðàöèþ íàáëþäàòåëü 𝐴 ìîæåò óâèäåòü
â îäíîì èç ñå÷åíèé. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå, òàêîãî ñå÷åíèÿ ìîæåò íå
îêàçàòüñÿ: íàáëþäàòåëü 𝐴 ñäåëàåò âûâîä î òîì, ÷òî äåôîðìàöèè òåëà B
íåñîâìåñòíû. Â òî æå âðåìÿ, íàáëþäàòåëü 𝐴 ìîæåò îáíàðóæèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñå÷åíèé (ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
âðåìåíè), â êîòîðûõ ìàòåðèàëüíûå òî÷êè íà íåêîòîðûõ êðèâîëèíåéíûõ
îòðåçêàõ îêàçûâàþòñÿ â íàòóðàëüíîì ñîñòîÿíèè. Áîëåå ìîãóùåñòâåííûé
íàáëþäàòåëü 𝐵, â îòëè÷èå îò 𝐴, âèäèò âñå ýòè îòðåçêè â ñîâîêóïíîñòè è
íàáëþäàåò íåêîòîðóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â S: ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõ-
íîñòè îáùåãî âèäà è ìèðîâîé òðóáêè òåëà. Âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ýòîé
ïîâåðõíîñòè íàõîäÿòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
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Ðèñ. 1.3. Åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîëíîñòüþ
ïîãðóæåíà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ

âåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îáðàç íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèè òåëà. Òàêèì
îáðàçîì, íàáëþäàòåëü 𝐴 âèäèò îáðàç åäèíîîáðàçíîé êîíôèãóðàöèè ïî
÷àñòÿì, à íàáëþäàòåëü 𝐵 � âåñü îáðàç ñðàçó. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
îáðàç êîíôèãóðàöèè ïðè ñîâìåñòíûõ è ïðè íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèÿõ
� äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, è åå ¾âèçóàëèçàöèÿ¿ çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôàíòàçèè íàáëþäàòåëÿ.

Òîò ôàêò, ÷òî îòðåçêè ¾ñêëåèëèñü¿ â ñå÷åíèå ìèðîâîé òðóáêè, êîòî-
ðîå ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, îñíîâàí íà äî-
ïîëíèòåëüíîé ãèïîòåçå î ãëàäêîñòè åäèíîîáðàçíîé êîíôèãóðàöèè. Ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò îêðåñòíîñòü îäíîé òî÷êè. Â ýòîì
ñëó÷àå, íàáëþäàòåëü 𝐵 âèäèò ¾íèòü¿, ïðîõîäÿùóþ âäîëü ìèðîâîé òðóá-
êè. Î êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ åäèíîîáðàçíûõ îòñ÷åòíûõ êîíôèãóðàöèé
ñì. [15].

10∘. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñòóùèõ òåë [15,17] èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû,
â õîäå êîòîðûõ òåëî ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñòîëü ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè åãî
ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè êàê ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîòðåáóåòñÿ
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Ðèñ. 1.4. Åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÷àñòè÷íî ïîãðóæåíà
â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ

ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå èçìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà òåëà ìîãóò áûòü âåñüìà íåòðè-
âèàëüíû, â ÷àñòíîñòè, òåëî ìîæåò èìåòü ñòðóêòóðó íåîðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòè Êëåéíà4. ¾Ôèçè÷åñêîå¿ âîïëîùå-
íèå òàêîãî òåëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ñåò÷àòîé
îáîëî÷êîé [77]. Â âèäó áóðíîãî ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé àääèòèâíîãî èçãî-
òîâëåíèÿ, òàêèå ¾ýêçîòè÷åñêèå¿ òåëà ìîãóò áûòü ñ ëåãêîñòüþ âîïëîùåíû
â ìàòåðèàëå. Òàê, íà ðèñ. 1.5 ïîêàçàíà òðåõìåðíàÿ êîíñòðóêöèÿ, íàïå-
÷àòàííàÿ íà 3D-ïðèíòåðå. Îíà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñåò÷àòàÿ
îáîëî÷êà, ïîâåðõíîñòü îñðåäíåíèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõ-
íîñòü Êëåéíà.

11∘. Ïîäâîäÿ èòîã ðàçäåëà, âûäåëèì ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ,
èãðàþùèå îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè:

(i) òîïîëîãèÿ òåëà;

4Поверхность Клейна часто называют «бутылкой Клейна». По–видимому, это на-
звание произошло из–за сходства в написании слов Fläche (поверхность) и Flasche
(бутылка).
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Ðèñ. 1.5. Ñåò÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü Êëåéíà

(ii) âëîæåíèå è ïîãðóæåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
(iii) ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíî�ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (ìåòðè-

êà è ñâÿçíîñòü) îáðàçà òåëà ïðè åãî âëîæåíèè â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî;

(iv) ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíî�ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (ìåòðèêà
è ñâÿçíîñòü) òåëà â îáðàçå åäèíîîáðàçíîé êîíôèãóðàöèè.

3. Геометрическая формализация тела и

физического пространства

12∘. Èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñïëîøíîì òåëå ìîãóò áûòü ñâåäå-
íû ê ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. ÒåëîB � ýòî ìíîæåñòâî ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîñåäñòâóåò ñ äðóãèìè ìàòåðèàëü-
íûìè òî÷êàìè, íåïðåðûâíî çàïîëíÿþùèìè åå îêðåñòíîñòü, ïðè÷åì, ýòî
çàïîëíåíèå ïîäîáíî çàïîëíåíèþ èíòåðâàëà ÷èñëîâîé îñè äåéñòâèòåëüíû-
ìè ÷èñëàìè5. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ôîðìàëèçàöèè B êàê òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ê îïðåäåëåíèþ íà ìíîæåñòâåB ñåìåéñòâà
îòêðûòûõ (èëè çàìêíóòûõ) ïîäìíîæåñòâ [78,79]. Êàê ïðàâèëî (è ìû áó-
äåì åìó ñëåäîâàòü), òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òåëà B ïîëàãàåòñÿ òàêîé,
÷òî:

1) Ìîùíîñòü B ðàâíà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà (R).
2) B � îòäåëèìî (óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà).

5Это утверждение можно трактовать как самостоятельную гипотезу.
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3) B � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé.
4) Ëîêàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü B ïîñòîÿííà: dimB = 𝑛

(äëÿ ìåìáðàí 𝑛 = 2, äëÿ òðåõìåðíûõ òåë 𝑛 = 3).
Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òðåáóåòñÿ ñïîñîá èõ àíà-

ëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ: çäåñü öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èäååé êàð-
òðèðîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàçâèòîé â òåîðèè ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé [5�7,80�84]. Êàðòðèðîâàíèå óñòàíàâëèâàåò àíàëèòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó íà B, îïðåäåëÿÿ íà íåì ïîíÿòèå ãëàäêîñòè. Âàæíîñòü ýòîé
ñòðóêòóðû îòìå÷àëàñü â ðàáîòàõ ïðåäñòàâèòåëåé øêîëû ðàöèîíàëüíîé
ìåõàíèêè åùå â 50�õ ãîäàõ 20 â. Â ÷àñòíîñòè, Â. Íîëë ââåë ïîíÿòèå
¾ãëàäêîãî òåëà¿ [51]. Â ðåçóëüòàòå êàðòðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ àðèôìåòè÷å-
ñêîìó ïðîñòðàíñòâó R𝑛 (äëÿ òðåõìåðíûõ òåë R3, à äëÿ ìåìáðàí R2).

Çíà÷åíèÿ êàðòðèðóþùèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþò øèðîêî èñïîëüçóåìîå
â ìåõàíèêå ïîíÿòèå � êîîðäèíàòû. Òîò ôàêò, ÷òî â íåëèíåéíîé òåîðèè
îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû: ìàòåðèàëüíûå, îòñ÷åòíûå, àêòó-
àëüíûå è ò.ï., ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà äåôîðìè-
ðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî êàðòðèðîâàíèé îäíîâðåìåííî. Ìû èñ-
ïîëüçóåì åùå áîëüøóþ äåòàëèçàöèþ: áóäåì ðàçëè÷àòü òåëî, ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî è îáðàç òåëà ïðè åãî âëîæåíèè â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
êàê òðè ðàçëè÷íûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ôóíê-
öèé, õàðàêòåðèçóþùèõ äåôîðìèðîâàíèå è ñîïóòñòâóþùèå åìó ôèçè÷å-
ñêèå ïîëÿ, òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ êàðò.

3.1. Тело как гладкое многообразие

13∘. Ïðåäñòàâëåíèå òåëà, êàê ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âïåðâûå áû-
ëî èñïîëüçîâàíî â ðàáîòàõ Íîëëà [51], Âàíà [52], Ã¼ðòèíà [85]. Òàê, Â.
Íîëë â ðàáîòå [51] ââåë àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî òåëà, êàê
ìíîæåñòâà, íàäåëåííîãî ñåìåéñòâîì åãî îòîáðàæåíèé â ôèçè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, íàçûâàåìûõ êîíôèãóðàöèÿìè, è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîé
ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå àêñèîì. Ì. Ã¼ðòèí è A. Ian Murdoch â ðàáîòå [85],
îñíîâûâàÿñü íà àêñèîìàõ Íîëëà, äàëè çàìêíóòîå îïðåäåëåíèå äâóìåðíîé
ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Замечание 3 . Система аксиом Нолла опирается на понятие конфигурации κ,
как отображения множестваB, представляющего совокупность материальных точек,
образующих тело, в абсолютное (евклидово) физическое пространство E, т.е. κ :
B →E. Пусть задан класс конфигураций C. Тело B называется непрерывным телом
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класса 𝐶𝑝, если класс конфигураций C удовлетворяет следующим условиям:
(i) Каждая конфигурация κ ∈ C — гомеоморфизм6, а область значений κ(B)

— открытое множество в E, которое называется областью, занимаемой телом B в
конфигурации κ.

(ii) Если 𝛾, κ ∈ C, то композиция

𝜆 = 𝛾 ∘ κ−1 : κ(B) → 𝛾(B)

является отображением класса 𝐶𝑝, которое называется деформацией тела B из кон-
фигурации κ в конфигурацию 𝛾.

(iii) Если κ ∈ C и если 𝜆 : κ(B) → E — отображение класса 𝐶𝑝, то 𝜆 ∘ κ ∈
C. Отображение 𝜆 ∘ κ называется конфигурацией, получаемой из конфигурации κ
посредством деформации 𝜆.

Таким образом, порядок гладкости тела определяется гладкостью композиций

его конфигураций. ♠
Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî òåëà, êîòîðîå äàë Â. Íîëë, ïðåäñòàâëÿåò åãî

ìíîãîîáðàçèåì ïðîñòîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû � òðèâèàëüíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì, àòëàñ êîòîðîãî ñîäåðæèò òîëüêî îäíó êàðòó [5]. Ñîîáðàæå-
íèÿ 10∘ îêàçûâàþòñÿ çà ïðåäåëàìè òåîðèè, ïîñòðîåííîé íà ýòîé àêñè-
îìàòèêå (î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ òåëî, ñì. òàêæå [52]). Êðîìå òîãî, ïîñòóëèðîâàíèå àáñî-
ëþòíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñîîáðàæåíèÿ 8∘.

Àêñèîìàòèêà Íîëëà èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ [15, 17]. Â ðàìêàõ íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ êàê òåëî, òàê è ïðîñòðàíñòâî. Èõ ôîðìàëèçàöèÿ ïðè-
âåäåíà â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.

14∘. Áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ìíîãîîáðàçèåì
ðàçìåðíîñòè dimM = 𝑛, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
[82,84]:

(i) M óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà;
(ii) M èìååò ñ÷åòíóþ áàçó òîïîëîãèè;
(iii) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâM, òàêèõ,

÷òî7: 1)M =
⋃︀
𝛼∈𝐼

𝑈𝛼, 2) êàæäîå èç ìíîæåñòâ 𝑈𝛼 ãîìåîìîðôíî R𝑛, òî åñòü

6Гомеоморфизмом называется всякое непрерывное биективное отображение одно-
го топологического пространства в другое, обратное к которому также непрерывно.
Под непрерывностью здесь понимается свойство, согласно которому прообраз любого
открытого множества есть открытое множество [84].

7Согласно свойству 1), {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 есть открытое покрытие M, согласно свойству (ii)
M обладает счетной базой. По теореме Линделефа [84], из {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 можно извлечь
не более, чем счетную подсистему, также являющуюся покрытием M.
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äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ 𝐼 ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì 𝜙𝛼 : R𝑛 → 𝑈𝛼.
Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå èñïîëüçóåìóþ òåðìèíîëîãèþ. Ïàðà (𝑈𝛼, 𝜙𝛼), ãäå

𝑈𝛼 è 𝜙𝛼 îïðåäåëåíû â (iii), íàçûâàåòñÿ êàðòîé âM; 𝑈𝛼 � ðàéîí äåéñòâèÿ
êàðòû; ñîâîêóïíîñòü êàðò 𝐴 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , ãäå {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 � îòêðûòîå
ïîêðûòèå M, ñîñòàâëÿåò àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ M. Ïóñòü 𝑝 ∈ M � íåêî-
òîðàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ. Êàðòó (𝑈𝛼, 𝜙𝛼), äëÿ êîòîðîé 𝑝 ∈ 𝑈𝛼, áóäåì
íàçûâàòü êàðòîé, ñîäåðæàùåé òî÷êó 𝑝.

Àòëàñ ïîðîæäàåò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè, à
èìåííî: âñÿêàÿ òî÷êà 𝑝, ïðèíàäëåæàùàÿM, ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì
èç ìíîæåñòâ 𝑈𝛼, ïîýòîìó åé îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííàÿ
𝑛�êà (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) = 𝜙−1

𝛼 (𝑝). Ýòîò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð � ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû òî÷êè 𝑝. Åñëè ïåðåñå÷åíèå 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽, ãäå 𝑈𝛼, 𝑈𝛽 âçÿòû èç
îäíîãî àòëàñà, íå ïóñòî, òî ëþáàÿ òî÷êà 𝑝 èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ èìååò
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) = 𝜙−1

𝛼 (𝑝) è (𝜂1, . . . , 𝜂𝑛) = 𝜙−1
𝛽 (𝑝),

ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà: îòîáðàæåíèå

𝜙−1
𝛽 ∘ 𝜙𝛼|𝜙−1

𝛼 (𝑈𝛼∩𝑈𝛽)
: 𝜙−1

𝛼 (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜙−1
𝛽 (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽), (1.3.1)

êàê êîìïîçèöèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, åñòü ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé ñâÿçû-
âàåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) è (𝜂1, . . . , 𝜂𝑛).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñèìâîëîì M𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ àáñòðàêòíîå ìíîãî-
îáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì (i)�(iii).

15∘. Àáñòðàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìàëèçóåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíî-
ñòè, ïðèñóùåå òåëó è ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, îäíàêî, ïðè ýòîì íè-
÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà íèõ. Äëÿ
ýòîãî íà M𝑛 ââîäèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà.

Замечание 4 . Возможны два эквивалентных способа определения структуры

дифференцируемых функций на многообразии. Мы используем методологию, изло-

женную в [82–84]. Иной способ приведен в [80]. ♠
Êàðòû (𝑈𝛼, 𝜙𝛼), (𝑈𝛽, 𝜙𝛽) â M𝑛 ÿâëÿþòñÿ 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàííûìè, åñëè

ëèáî 1) 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 = ∅, ëèáî 2) 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ̸= ∅ è ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷å-
òà (1.3.1) åñòü 𝐶𝑟�äèôôåîìîðôèçì8 íà 𝜙−1

𝛼 (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽). Àòëàñ, â êîòîðîì
ëþáûå äâå êàðòû 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàíû, íàçûâàåòñÿ 𝐶𝑟�àòëàñîì.

8Биективное отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 открытого подмножества R𝑛 в открытое
подмножество R𝑛 есть 𝐶𝑟–диффеоморфизм, если как оно, так и обратное, имеют
класс гладкости 𝐶𝑟 [84].
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Åñëè îáúåäèíåíèå äâóõ 𝐶𝑟�àòëàñîâ ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛 äàåò 𝐶𝑟�àòëàñ,
òî åñòü ëþáàÿ êàðòà èç îäíîãî àòëàñà 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàíà ñ ëþáîé äðóãîé
êàðòîé èç âòîðîãî àòëàñà, òî òàêèå àòëàñû ðàâíîïðàâíû. Ãëàäêîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ, çàäàííîãî íà ìíîãîîáðàçèè, äîëæíà çàâèñåòü íå îò êîíêðåò-
íîãî 𝐶𝑟�àòëàñà, à îò ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ 𝐶𝑟�àòëàñîâ, ðàâ-
íîïðàâíûõ ìåæäó ñîáîé: çàìåíèâ àòëàñ äàííîé ñîâîêóïíîñòè íà äðó-
ãîé, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå òàêîãî æå êëàññà ãëàäêîñòè.
Ýòèì ìîòèâèðóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî äâà 𝐶𝑟�àòëàñà
𝐴 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , 𝐵 = {(𝑉𝛽, 𝜓𝛽)}𝛽∈𝐽 ýêâèâàëåíòíû (𝐴 ∼ 𝐵), åñëè èõ
îáúåäèíåíèå 𝐴∪𝐵 äàåò 𝐶𝑟�àòëàñ. Ââåäåííîå îòíîøåíèå åñòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â åãî òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííîì îïðåäåëåíèè, è ìíîæå-
ñòâî âñåõ 𝐶𝑟�àòëàñîâ ðàñïàäàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè 𝐷 = [𝐴].
Ýòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò 𝐶𝑟�ñòðóêòóðàìè íà ìíîãîîáðà-
çèè M𝑛.

Замечание 5 . Часто используют обобщение понятия карты (𝑈𝛼, 𝜙𝛼), когда го-
меоморфизм 𝜙𝛼 действует из некоторого открытого подмножества R𝑛 [80]. В таком
случае, используя аналогичные рассуждения, можно ввести понятия 𝐶𝑟–согласова-
ния и 𝐶𝑟–структуры. Однако, 𝐶𝑟–структура, атласы которой состоят из «обобщен-
ных» карт, необходимо содержит атлас, состоящий из определенных в 14∘ карт.
Действительно, рассмотрим в такой, новым образом определенной, 𝐶𝑟–структуре
произвольный атлас из «обобщенных» карт. Пусть (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) — произвольная кар-
та из такого атласа, где 𝜙𝛼 : 𝑂𝛼 → 𝑈𝛼 — гомеоморфизм, а множество 𝑂𝛼 ⊂ R𝑛

— открыто. Поскольку любое открытое подмножество R𝑛 можно представить в ви-
де объединения некоторых открытых шаров 𝐷𝑛

𝛽 , то 𝑂𝛼 =
⋃︀
𝛽

𝐷𝑛
𝛽 . Но, известно [84],

что любой открытый шар в R𝑛 является 𝐶∞–диффеоморфным самому R𝑛. Пусть
𝑓𝛽 : R𝑛 → 𝐷𝑛

𝛽 — такой диффеоморфизм. Поскольку указанное разложение 𝑂𝛼

на открытые шары индуцирует разложение 𝑈𝛼 =
⋃︀
𝛽

𝑉𝛼, 𝛽, в котором множества

𝑉𝛼, 𝛽 = 𝜙𝛼(𝐷
𝑛
𝛽) являются открытыми в M𝑛, то можно ввести карты (𝑉𝛼, 𝛽, 𝜓𝛼, 𝛽), в

которых 𝜓𝛼, 𝛽 = 𝜙𝛼|𝐷𝑛𝛽 ∘𝑓𝛽 : R𝑛 → 𝑉𝛼, 𝛽 — гомеоморфизмы. Проведя такие построения
во всех картах исходного атласа, заметим, что попарная 𝐶𝑟–согласованность постро-
енных карт зависит только от 𝐶𝑟–согласованности соответствующих исходных карт,
ибо гомеоморфизмы 𝜓𝛼, 𝛽 есть композиции 𝐶∞–диффеоморфизмов и соответствую-
щих сужений 𝜙𝛼. Поэтому, полученный атлас эквивалентен исходному, состоящему
из «обобщенных» карт. Определенная ранее 𝐶𝑟–структура, таким образом, содер-
жится в некоторой 𝐶𝑟–структуре, атласы которой состоят из «обобщенных» карт.

В настоящей работе отдано предпочтение определению карты из 14∘ в котором

картрирующие отображения действуют из всего R𝑛. Это объясняется следующим.

Во–первых, такой подход вносит определенную стандартизацию, ибо все гомеомор-

физмы карт действуют из R𝑛 и нужно лишь указать районы их действия и сами

гомеоморфизмы. Во–вторых, вопрос о гладкости отображения в окрестности точки
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на многообразии сводится, как будет определено далее, к вопросу о гладкости ко-

ординатного представления этого отображения в окрестности образа этой точки в

R𝑛. При этом, совершенно неважно, как определено такое отображение: на откры-

том подмножестве, или всем R𝑛. В теоретическом плане «обобщенная» карта ничего

нового не дает. Ее использование оправдано лишь сокращением выкладок, что будет

использовано далее в некоторых примерах. ♠
Замечание 6 . 𝐶0–структуру называют топологической, а 𝐶𝑟–структуру при

𝑟 > 1 называют дифференциальной. Отметим, что для задания 𝐶𝑟–структуры до-

статочно указать один 𝐶𝑟–атлас. Если объединить все атласы данной 𝐶𝑟–структуры,

то получается 𝐶𝑟–атлас, называемый максимальным. Задание 𝐶𝑟–структуры экви-

валентно заданию соответствующего максимального атласа. ♠
Ìíîãîîáðàçèå M𝑛 ñ çàäàííîé íà íåì 𝐶𝑟�ñòðóêòóðîé, òî åñòü, ïàðó

(M𝑛, 𝐷), íàçûâàþò 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèåì. Åñëè 𝑟 > 1, òî ìíîãîîáðàçèå
íàçûâàþò ãëàäêèì, à ïðè 𝑟 = 0 � òîïîëîãè÷åñêèì.

16∘. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü B � äâóìåðíîå òåëî, êîòîðîå ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî åäèíè÷íîé ñôåðîé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå: åãî îáðàç îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 1, ãäå
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Íà ýòîì òåëå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êàðò (𝑈1, 𝜙1), (𝑈2, 𝜙2), êàðòðèðóþùèå îòîá-
ðàæåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè. Òàê,
ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè ÷àñòåé ñôåðû íà ïëîñêîñòü, òî÷êè êîòîðîé
èìåþò íóëåâóþ êîîðäèíàòó 𝑥3, ïðè îòîæäåñòâëåíèè ýòîé ïëîñêîñòè ñ R2,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè:

ℎ1 : B ∖ (0, 0, −1) ∋ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦→
(︂

𝑥1
1 + 𝑥3

,
𝑥2

1 + 𝑥3

)︂
,

ℎ2 : B ∖ (0, 0, 1) ∋ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦→
(︂

𝑥1
1− 𝑥3

,
𝑥2

1− 𝑥3

)︂
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è ïëîñ-
êîñòè, êîòîðûå ¾ïðîêàëûâàåò¿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ¾þæíîãî ïîëþñà¿
ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, −1), à âòîðîå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è ïëîñêîñòè, êîòîðûå ¾ïðîêàëûâà-
åò¿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ¾ñåâåðíîãî ïîëþñà¿ ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 1).

Íà ðèñ. 1.6 è äàëåå øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî çíà÷êîì âëîæåíèÿ îáîçíà÷àåò
îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè è ïîäìíîæåñòâàìè, à ñòðåëêà îáîçíà÷àåò
íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ.
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𝑈1

⋃︀
𝑈2 = B

𝑈1

⋂︀
𝑈2 = 𝑈12

𝜙1

𝜙2

𝜙1

⃒⃒
𝑈12

𝜙2

⃒⃒
𝑈12

𝜙12

⊃

⊃

Ðèñ. 1.6. Êàðòðèðîâàíèå ñôåðû è ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè

Â êà÷åñòâå ðàéîíîâ äåéñòâèÿ êàðò, 𝑈1 è 𝑈2, èñïîëüçóþòñÿ ïðîîáðàçû
ℎ−1
1 (𝐷), ℎ−1

2 (𝐷) îòêðûòîãî äèñêà 𝐷 = {(𝜉1, 𝜉2) | (𝜉1)2+(𝜉2)2 < 7
4}. Ñóæå-

íèÿ îòîáðàæåíèé ℎ−1
1 è ℎ−1

2 íà 𝐷 ïðèìåì çà 𝜙1 : 𝐷 → 𝑈1 è 𝜙2 : 𝐷 → 𝑈2:

𝜙1(𝜉
1, 𝜉2) =

(︂
2𝜉1

1 + (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

2𝜉2

1 + (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

𝜉1 + 𝜉2 − 1

1 + (𝜉1)2 + (𝜉2)2

)︂
;

𝜙2(𝜂
1, 𝜂2) =

(︂
2𝜂1

1 + (𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

2𝜂2

1 + (𝜂1)2 + (𝜂2)2
, − 𝜂1 + 𝜂2 − 1

1 + (𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
.
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Îáëàñòè 𝑈12 = 𝑈1 ∩ 𝑈2 â R2 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïàð (𝜉1, 𝜉2),
òàêèõ, ÷òî 4

7 < (𝜉1)2 + (𝜉2)2 < 7
4 . Ãîìåîìîðôèçì ïåðåõîäà, ïðè ýòîì,

èìååò âèä

𝜙12 : 𝑈12 → 𝑈12, (𝜂1, 𝜂2) ↦→ (𝜉1, 𝜉2) =

(︂
(𝜂1)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

(𝜂2)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
,

è ÿâëÿåòñÿ 𝐶∞�äèôôåîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà B ÿâëÿåòñÿ
2�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñî 𝐶∞�ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé ïîñòðîåí-
íûì àòëàñîì (ðèñ. 1.6).

17∘. Ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè, çàïàñàåìàÿ òåëîì ïðè äåôîðìàöèè,
èëè ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ (ëàãðàíæèàí), ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèè. 𝐶𝑟�ñòðóêòóðà ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè êëàññû ãëàäêîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèé.
Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.

Ïóñòü íàM𝑛 çàäàíà 𝐶𝑟�ñòðóêòóðà. Ôóíêöèÿ 𝑓 : M𝑛 → R íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé êëàññà 𝐶𝑟 â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛, åñëè íàéäåòñÿ êàðòà
(𝑈𝛼, 𝜙𝛼) èç àòëàñà äàííîé 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó 𝑝, òàêàÿ,
÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 ∘ 𝜙𝛼 : R𝑛 → R åñòü 𝐶𝑟�îòîáðàæåíèå íà R𝑛. Â ñè-
ëó 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàííîñòè, ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò àòëàñà èç äàííîé
ñòðóêòóðû. Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ äèàãðàììîé

𝑈𝛼 R

R𝑛

𝑓

𝜙𝛼 𝑓 ∘ 𝜙𝛼

18∘. Îñíîâíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ èãðàþò îòîáðàæå-
íèÿ ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè. Ê íèì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ êîíôèãóðà-
öèè � îòîáðàæåíèÿ òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òàêèõ îòîá-
ðàæåíèé ñâîéñòâî ãëàäêîñòè ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå κ : M𝑛 → N𝑚 äâóõ 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèé â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå 𝑝 ∈ M𝑛. Âûáåðåì êàðòó (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛,
ñîäåðæàùóþ 𝑝, è êàðòó (𝑉𝛽, 𝜓𝛽) ìíîãîîáðàçèÿ N𝑚, ñîäåðæàùóþ κ(𝑝).
Îáîçíà÷èì 𝑊𝛼𝛽 = 𝑈𝛼 ∩ κ−1(𝑉𝛽) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

𝜓−1
𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼|𝑊𝛼𝛽

: 𝜙−1
𝛼 (𝑊𝛼𝛽) → 𝜓−1

𝛽 (κ(𝑊𝛼𝛽)),
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êîòîðîå íàçûâàåòñÿ координатным представлением отображения κ в
окрестности точки 𝑝 [84]. Ýòî îòîáðàæåíèå: R𝑛 → R𝑚, è îíî íå çàâèñèò
îò âûáîðà êîîðäèíàòíûõ êàðò â äàííûõ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðàõ íàM𝑛 è N𝑚, èáî
êàðòû íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàíû. Ïðèâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ
èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà

M𝑛 𝑈𝛼 𝑉𝛽 N𝑚

𝑝 𝑊𝛼𝛽 κ(𝑊𝛼𝛽) κ(𝑝)

𝜙−1
𝛼 (𝑊𝛼𝛽) 𝜓−1

𝛽 (κ(𝑊𝛼𝛽))

R𝑛 R𝑚

κ

𝜙𝛼 𝜓𝛽

𝜓−1
𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼

⊃ ⊂

∪ ∪

∩ ∩

∈ ∋

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãëàäêîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ κ : M𝑛 → N𝑚 â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè. Èìåííî, íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå κ : M𝑛 → N𝑚 íàçûâàåòñÿ 𝐶𝑟 � îòîáðàæåíèåì â
îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛, åñëè íåêîòîðîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
îòîáðàæåíèÿ κ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑟�îòîáðàæåíèåì.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C𝑟(M𝑛; N𝑚) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑟 �
îòîáðàæåíèé 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿM𝑛 â 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå N𝑚. Â ÷àñòíîñòè,
C𝑟(M𝑛; R) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑟 � îòîáðàæåíèé èç 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿ
M𝑛 â òðèâèàëüíîå 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå R. Â ðàìêàõ ýòîé òåðìèíîëîãèè
äèôôåîìîðôèçìîì èç 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛 â 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå N𝑛 áó-
äåì íàçûâàòü ëþáîå îòîáðàæåíèå κ ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑛), òàêîå ÷òî 1) ñóùå-
ñòâóåò κ−1 è 2) κ−1 ∈ C𝑟(N𝑛; M𝑛).

19∘. Õîòÿ 𝐶0�ñòðóêòóðà íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå M𝑛 åäèíñòâåííà,
ïðè 𝑟 > 1 ïðîñòðàíñòâî M𝑛 ìîæåò äîïóñêàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ 𝐶𝑟�
ñòðóêòóð. Åñëè 𝐷1, 𝐷2 � ðàçëè÷íûå 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû íà M𝑛, òî (M𝑛, 𝐷1),
(M𝑛, 𝐷2) � äâà ðàçíûõ 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿ.

Â ýòîé ñâÿçè ñäåëàåì çàìå÷àíèå î ñóùåñòâîâàíèè 𝐶𝑟�ñòðóêòóð. Ñïðà-
âåäëèâî [81, ñòð. 71], ÷òî åñëè íà ïðîñòðàíñòâåM𝑛 ñóùåñòâóåò 𝐶𝑟�ñòðóê-
òóðà (𝑟 > 1), òî íà íåì ñóùåñòâóåò è 𝐶∞�ñòðóêòóðà, äèôôåîìîðôíàÿ



3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 33

äàííîé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé 𝑟 = 0, â êîòîðîì èãðàåò ðîëü ðàç-
ìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ëþáîì 𝐶0�ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 𝑛 < 4
ìîæíî ââåñòè 𝐶1�ñòðóêòóðó, à, ñëåäîâàòåëüíî, è 𝐶∞�ñòðóêòóðó. Íî äëÿ
ëþáîãî 𝑛 > 4 ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþùèå ââåäåíèÿ
𝐶1�ñòðóêòóðû [84]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêèå ñëó÷àè íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ, èáî a�priori è òåëî, è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíû 𝐶0�
ñòðóêòóðàìè, è ðàçìåðíîñòè ýòèõ äâóõ ìíîãîîáðàçèé íå ïðåâîñõîäÿò 3.

20∘. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøå-
íèÿ.

Îòîáðàæåíèå 𝜋𝑖𝑛 : R𝑛 → R åñòü îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå ïî ïðà-
âèëó: 𝜋𝑖𝑛 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ 𝑥𝑖.

Åñëè (𝑈, 𝜙) � íåêîòîðàÿ êàðòà íà M𝑛, òî îíà, êàê ãîâîðèëîñü âûøå,
çàäàåò íà 𝑈 ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò îáîçíà÷àåì, êàê
(𝑈 ; 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), èëè, åñëè ÿñíî èç êîíòåêñòà, êàê (𝑥𝑖), ãäå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 åñòü
îáùåå îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò òî÷åê íà 𝑈 ; 𝜋𝑖𝑛 ∘𝜙−1 : 𝑝 ↦→ (𝜋𝑖𝑛 ∘𝜙−1)(𝑝) =
𝑥𝑖. Â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà, èñïîëüçóåòñÿ ëþáàÿ èç çàïèñåé (𝑈, 𝜙),
(𝑈 ; 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), ãäå ïîñëåäíÿÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èìååòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ êàðòà èç äàííîé 𝐶𝑟 � ñòðóêòóðû.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, åñëè íèêàêîé ïóòàíèöû âîçíèêíóòü íå ìîæåò,
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = [𝜓−1 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙](𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

îòîáðàæåíèÿ 𝑓 : M𝑛 → N𝑚 â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòå-
ìàõ (𝑈 ; 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) è (𝑉 ; 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M𝑛 è N𝑚

îáîçíà÷àåòñÿ êàê 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑚.
Çàìåòèì, ÷òî îäíî è òî æå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ ðàç-

ëè÷íûìè 𝐶𝑟�ñòðóêòóðàìè ïðåäñòàâëÿåò äâà ðàçëè÷íûõ ãëàäêèõ ìíîãî-
îáðàçèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð â [82], ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå, êàê ïðàâèëî, óêàçûâàåòñÿ, êàê ïàðà: èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå è
âûáðàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òåëî è ôè-
çè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíû ôèêñèðîâàííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
ñòðóêòóðàìè, ïîýòîìó ÿâíî â ðàññóæäåíèÿõ èõ íå âûäåëÿåì, èáî âîïðîñ î
ñìåíå îäíîé ñòðóêòóðû íà äðóãóþ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Âîïðîñ î ïîðÿäêå ñòðóêòóðû (òî åñòü, î âåëè÷èíå 𝑟), â íàñòîÿùåé
ðàáîòå íå îáñóæäàåòñÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñïîëüçóåìûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå ñòðóêòóðû èìåþò òàêîé ïîðÿäîê, ÷òîáû äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ãëàäêîñòü ìíîãîîáðàçèÿ, èìåëè ñìûñë. Âî âñÿêîì
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ñëó÷àå, âñåãäà 𝑟 > 1. Èíîãäà ïðèìåíÿåìàÿ ôðàçà ¾M𝑛 � ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå¿ îçíà÷àåò, ÷òî M𝑛 åñòü 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå ñ 𝑟 > 1. Ïðè ýòîì, ìû
èìååì â âèäó, ÷òî íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò è 𝐶∞�ñòðóêòóðà,
íî åå íå èñïîëüçóåì, èáî ýòî ïîäðàçóìåâàåò ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîé
ôèçè÷åñêîé ãèïîòåçû. Êðîìå òîãî, ýòî ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïîðÿäêàìè ñòðóêòóðû è çàâèñÿùèõ îò íèõ âåëè÷èí, òàêèõ, êàê
ðèìàíîâà ìåòðèêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ, ÿâíî íå óêà-
çûâàþòñÿ ðàçìåðíîñòè òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî9 dimB = 𝑛 6 𝑚 = dimP 6 3.

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçîâàííûì â ðàáîòå [85], äëÿ êîíå÷íîìåð-
íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V, W, ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé èç V â W áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Lin(V; W), à åãî ïîäìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé (ìîæåò áûòü ïóñòûì) � ÷åðåç
Invlin(V; W).

Ïóñòü 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 � îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 𝐷 ⊂ R𝑛

â R𝑚, äèôôåðåíöèðóåìîå âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. ×åðåç
J𝑝; 𝑓 : R𝑛 → R𝑚 îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå [86] 𝑓 â òî÷êå
𝑝 ∈ 𝐷. Òî åñòü, J𝑝; 𝑓 ∈ Lin(R𝑛; R𝑚), è

𝑓(𝑝+ ℎ) = 𝑓(𝑝) + J𝑝; 𝑓 [ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖), ïðè ℎ→ 0,

äëÿ âñåõ ℎ ∈ R𝑛, òàêèõ, ÷òî 𝑝+ ℎ ∈ 𝐷. Â ïàðå åñòåñòâåííûõ áàçèñîâ R𝑛

è R𝑚 ìàòðèöà ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü ìàòðèöà ßêîáè

(︂
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑝

)︂
,

ãäå 𝑦𝑖 = (𝜋𝑖𝑚 ∘ 𝑓)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
9Классическое определение размерности как мощности линейно независимой си-

стемы векторов, которая становится линейно зависимой при добавлении к ней лю-
бого вектора, предполагает выполнение бесконечного числа проверок. Такая про-
цедура не может быть выполнена конструктивно. На языке механики эти сообра-
жения можно выразит следующим образом: мы располагаем возможностью воспро-
изводить в наблюдаемом пространстве три независимых смещения. Это позволяет
ввести математическую абстракцию в форме векторного пространства, порождае-
мого тремя линейно независимыми элементами. Но мы не можем утверждать, что
объемлющее пространство трехмерно: у нас нет возможности провести бесчисленное
множество экспериментов, доказывающих это. Подобного рода рассуждения имеют
давнюю историю, в частности, они привели к теологическому определению: «Lord is
the dwelling-place of His world but His world is not His dwelling-place» (Midrash Rabbah,
Genesis II, LXVIII, 9).
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Èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèí-
ñêèì èíäåêñàì.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ âèäà 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , ÿâëÿþùèåñÿ
áèåêöèÿìè íà ñâîé îáðàç, ò.å. íà 𝑓(𝑋). Â ýòîé ñâÿçè, ñ êàæäûì òàêèì
îòîáðàæåíèåì àññîöèèðóåòñÿ áèåêöèÿ ̂︀𝑓 : 𝑋 → 𝑓(𝑋), ïîëó÷àåìàÿ ñóæå-
íèåì îáëàñòè ïðèáûòèÿ 𝑓 äî åãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ̂︀𝑓
îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì: ̂︀𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥). Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 è ̂︀𝑓
ðàçëè÷íû10.

3.2. Физическое пространство

21∘. Â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîäà, ôèçè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî P äîëæíî áûòü îïèñàíî ñòðóêòóðîé, ïîäîáíîé ôîð-
ìàëèçàöèè òåëà, ò.å. ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå
ìåíüøå ðàçìåðíîñòè òåëà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íåëüçÿ áûëî áû ãîâî-
ðèòü î âëîæåíèè òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî). Âìåñòå ñ òåì, â îòëè-
÷èå îò òåëà, ïðè ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü äàííûå èçâíå îãðàíè÷åíèÿ: íàïðèìåð, îíî äîëæíî áûòü åâ-
êëèäîâûì (êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà Ãàëèëåÿ �Íüþòîíà) èëè ðèìàíîâûì,
ñ çàäàííîé êðèâèçíîé (îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè). Íàïîìíèì, ÷òî
ðèìàíîâà ñòðóêòóðà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ïðîäèêòîâà-
íà íå òîëüêî ñîîáðàæåíèÿìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî è áîëåå
¾çåìíûìè¿ ïðè÷èíàìè, íàïðèìåð, îïèñàíèåì äåôîðìèðîâàíèÿ ìåìáðà-
íû íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè (ñì. 8∘).

22∘. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â ðàìêàõ êîíöåïöèè Íüþòîíà, êàê àáñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ,
ÿâëÿþùååñÿ ÷åòûðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì S. Òî÷êè òàêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáûòèÿ. Ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ
îòíîøåíèå: îäíî èç íèõ ïðîèçîøëî íå ïîçæå äðóãîãî. Ñ àáñòðàêòíîé òî÷-
êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàS çàäàíî àáñîëþòíîå âðåìÿ, êîòîðîå óñòà-
íàâëèâàåò íà íåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ìàòå-
ìàòè÷åñêè, êàê ñóùåñòâîâàíèå ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑡 : S → T,
ãäå T � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå (õðîíîìåòðè÷åñêîå) ìíîãîîáðàçèå, äèô-

10Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 представляет собой тройку 𝑓 = (𝑋, 𝐹, 𝑌 ), где 𝑋 —
область определения отображения, 𝑌 — область прибытия, а 𝐹 — функциональное
отношение, область определения которого — 𝑋 [87].



36 Ãë.1 Åäèíîîáðàçíûå êîíôèãóðàöèè

ôåîìîðôíîå R.
23∘. Ïî�âèäèìîìó, âïåðâûå àáñòðàêòíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ êëàññè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè äàë Ý. Êàðòàí [88]. Êëàññè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî�âðåìÿ, îáëàäàþùåå àôôèííîé ñòðóêòóðîé, èñïîëüçîâàëîñü â ðà-
áîòàõ ïðåäñòàâèòåëåé øêîëû ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè, â ÷àñòíîñòè, â ðà-
áîòàõ Íîëëà, Âàíà è Òðóñäåëëà. Äðóãîé ïîäõîä, â êîòîðîì ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ¾ðàñùåïëÿåòñÿ¿ íà ïðîñòðàíñòâî (ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå),
è âðåìÿ (îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå R), èñïîëüçóåòñÿ â
ðàáîòå [20, ñ. 156]. Îí îñíîâàí íà ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ íàáëþäàòåëÿ
êàê îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî òàêîå ðàñùåïëåíèå, è ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü S � ãëàäêîå ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, P � ãëàäêîå òðåõ-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, T � ãëàäêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå îäíîìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå R. Ïîä íàðåçêîé (slicing) S íà P ïîíè-
ìàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì

𝑖 : T×P → S,

à îáðàòíûé ê íåìó äèôôåîìîðôèçì 𝑓 : S → T × P íàçûâàåòñÿ ñëî-
åíèåì (framing). Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè òàêæå
ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (ìè-
ðîâîå âðåìÿ) 𝜏 : S → T, ìàòðèöà ßêîáè êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
êîòîðîãî âî âñåõ òî÷êàõ S îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïðè ýòîì,

∀𝑡 ∈ T : (P𝑡 = 𝜏−1(𝑡) äèôôåîìîðôíî P),

∀𝑡 ∈ T ∀𝑋 ∈ P : (𝜏(𝑖(𝑡, 𝑋)) = 𝑡).

Êîíñòðóêöèÿ (S, P, 𝜏, 𝑖) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðèâèàëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ [84] ñ áàçîé T, òèïîâûì ñëîåì P è ïðîåêöèåé 𝜏 : â îòëè÷èå îò ñî-
îòâåòñòâóþùåãî êîîðäèíàòíîãî ãîìåîìîðôèçìà â òðèâèàëüíûõ ðàññëî-
åíèÿõ, çäåñü 𝑖 � äèôôåîìîðôèçì. Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè ïîñòóëèðóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñâÿçíîñòüþ íà
S è îòîáðàæåíèåì 𝜏 . Ýòà ñâÿçü ðàññìîòðåíà â ÷åòâåðòîé ãëàâå.

Ïðèìåðîì íàðåçêè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç T × P
â S = T × P. Ðèñóíêè 1.3, 1.4 èëëþñòðèðóþò ñëó÷àé, êîãäà S = T ×
P (â ýòîì ñëó÷àå P � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à S � òðåõìåðíîå).
Ñëîé P � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî, âîçìîæíà è áîëåå îáùàÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà ñëîé ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòà ñèòóàöèÿ
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ðàññìàòðèâàëàñü â 8∘, â ïðèìåðå, ñîîòâåòñòâóþùåì ðèñ. 1.2: ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ïîâåðõíîñòü äâóìåðíîé ñôåðû.

24∘. Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà (ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà) óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå êëàññà ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ
ñèñòåì Γ : S → R4, è êëàññà êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèè S, íàçûâàåìûõ
ìèðîâûìè ëèíèÿìè ñâîáîäíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ êî-
îðäèíàòàìè Γ ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ýòî óñòà-
íàâëèâàåò àôôèííóþ ñòðóêòóðó íà S è T, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà ñîáûòèé êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå S = T ×E, ãäå E ÿâëÿåòñÿ
òî÷å÷íûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì: íåïóñòûì ìíîæåñòâîì, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. Äëÿ íåãî çàäàíû [86]:

a) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V, íàçûâàåìîå òðàíñëÿöèîííûì ïðîñò-
ðàíñòâîì;

b) îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (𝐴, 𝐵)

òî÷åê 𝐴, 𝐵 ∈E íåêîòîðûé âåêòîð èçV, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì
−→
𝐴𝐵 èëè

𝐵 − 𝐴, è íàçûâàåìûé âåêòîðîì ñ íà÷àëîì â 𝐴 è êîíöîì â 𝐵. Ïðè ýòîì,
òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ àêñèîì, íàçûâàåìûõ àêñèîìàìè
Âåéëÿ [89]:

(i) äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ E ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Øàëÿ:
−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐵𝐶 +

−→
𝐶𝐴 = 0 ∈ V;

(ii) äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝐴 ∈ E è ëþáîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ V ñóùåñòâóåò, è
ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, òî÷êà 𝐵 ∈E, äëÿ êîòîðîé

−→
𝐴𝐵 = 𝑣.

Â ñèëó àêñèîìû (ii), äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè 𝐴 ∈ E îòîáðàæåíèå
𝜙𝐴 : E ∋ 𝑋 ↦→

−−→
𝐴𝑋 ∈ V ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé E íà V, è ïîýòîìó ìîæíî

îïðåäåëèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ

+ : E ×V →E, + : (𝐴, 𝑣) ↦→ 𝐴+ 𝑣 := 𝜙−1
𝐴 (𝑣),

ñîïîñòàâëÿþùóþ óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (𝐴, 𝑣) òó åäèíñòâåííóþ òî÷êó 𝐵 ∈
E, äëÿ êîòîðîé

−→
𝐴𝐵 = 𝑣.

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
òðàíñëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà V: dim E := dim V. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíÿòûìè â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîçíà÷åíèÿìè, çàïèñü (E𝑚, V𝑚) îáî-
çíà÷àåò àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑚 ñ àññîöèèðîâàííûì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V𝑚.

Замечание 7 . Согласно классификации Ф. Клейна [90], аффинность точечно-

го пространства определяется свойством геометрических объектов сохранять свой
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класс (быть инвариантными) при аффинных, т.е. линейных неоднородных преобра-

зованиях (𝑥𝑠)𝑚𝑠=1 ↦→ (̃︀𝑥𝑠)𝑚𝑠=1, которые в координатной форме имеют вид ̃︀𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑠𝑥
𝑠+𝑐𝑘,

det𝐴 ̸= 0, где ̃︀𝑥𝑠, 𝑥𝑠 — новые и старые координаты соответственно, 𝐴 = (𝐴𝑘𝑠) — невы-

рожденная матрица, осуществляющая линейное преобразование, 𝑐 = (𝑐𝑘) — ариф-

метический вектор, определяющий сдвиг начала координат. При этом под инвари-

антными геометрическими объектами понимаются точки, прямые, плоскости (и, в

случае высокой размерности, точечные множества, определяемые линейными урав-

нениями). Термин «аффинность» означает, что при допустимых преобразованиях

бесконечно удаленные точки не изменяются, т.е. «концы пространства остаются на

своих местах» [90]. Таким образом, аффинное пространство — это абсолютный мир

классических прямых и плоскостей, таких, какими их представляли еще в антично-

сти. ♠

Àôôèííàÿ ñòðóêòóðàE𝑚 ïîçâîëÿåò ââåñòè ãëîáàëüíûé ðåïåð ñ áàçèñ-
íûìè òðàíñëÿöèîííûìè âåêòîðàìè 𝑖𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, àññîöèèðîâàííûõ ñ
íåêîòîðîé ¾íà÷àëüíîé¿ òî÷êîé 𝑂; âñå èíûå ðåïåðû ïîëó÷àþòñÿ èç ãëî-
áàëüíîãî ñäâèãàìè âäîëü âåêòîðîâ èç V𝑚.

Замечание 8 . С физической точки зрения выбор единого репера означает су-

ществование в физическом пространстве жестких масштабов. ♠

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèåX𝑚 : E𝑚 → V𝑚, íàçûâàåìîå ïîëåì âåêòîðîâ
ìåñòà, ðàâåíñòâîì

∀ 𝑃 ∈E𝑚 : V𝑚 ∋ 𝑥 = X𝑚(𝑃 ) = 𝑃 −𝑂. (1.3.2)

Ýòî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (¾âåêòîðèçàöèÿ¿) ðåàëèçóåò èçîìîðôèçì11

E𝑚 ∼= V𝑚, ãäå V𝑚 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Êàê
èçâåñòíî, V𝑚 ∼= R𝑚, òî åñòü ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå A𝑚 : V𝑚 → R𝑚,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì12 (äåêàðòîâà ¾àðèôìåòèçàöèÿ¿). Òàêèì
îáðàçîì, E𝑚 ∼= R𝑚. Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó E𝑚, V𝑚, R𝑚:

11Здесь и далее символ ∼= обозначает изоморфность аффинных или векторных
пространств.

12Если через (1𝑘)
𝑚
𝑘=1 обозначить естественный базис R𝑚, тоA𝑚 = 1𝑘⊗𝑖𝑘, где (𝑖𝑘)𝑚𝑘=1

— дуальный репер к (𝑖𝑘)
𝑚
𝑘=1.
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E𝑚 V𝑚

R𝑚

X𝑚

D
𝑚
=
A
𝑚
∘
X
𝑚

A𝑚

Ïî ýòîé ïðè÷èíå E𝑚 è R𝑚 ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò. Ìû áóäåì èçáåãàòü
òàêèõ îòîæäåñòâëåíèé, âñåãäà ïîíèìàÿ ïîä R𝑚 ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ íàáîðîâ èç 𝑛 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à ïîä E𝑚 � 𝑚�ìåðíîå
åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò. Ôîðìàëèçîâàííîå òàêèì îáðàçîì ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òðèâèàëüíûì (åãî àòëàñ ñîñòîèò èç îäíîé
êàðòû) 𝑚�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì êëàññà 𝐶∞ ñ êàðòîé (E𝑚, D−1

𝑚 ), ãäå
D𝑚 = A𝑚 ∘X𝑚; òîïîëîãèÿ â E𝑚 èíäóöèðóåòñÿ èç R𝑚.

Ïîñêîëüêó â õîäå èçëîæåíèÿ àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà ðàçíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé îäíîâðåìåííî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òî èíäåêñ 𝑚 ó X𝑚, A𝑚,
D𝑚 äàëåå íå óêàçûâàåì.

25∘. Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ôîð-
ìàëèçóåòñÿ êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ êðèâèçíîé.
Ìîòèâàöèÿ òàêîãî îáîáùåíèÿ ïðèâåäåíà â 8∘. Â ýòîì ñëó÷àå ìåñòà ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷êè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â òåð-
ìèíàõ êàðòðèðóþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó àêñèîìû Âåéëÿ óæå íå
âûïîëíÿþòñÿ, òî ïîíÿòèå òðàíñëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà òåðÿåò ñìûñë.
Ëîêàëüíî, òåíçîðíûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëü-
íîé íàäñòðîéêè íàä P � âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (ñì. [1], Ãëàâà 3) �
è îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññëîåíèÿ. Â ðàìêàõ
ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé àôôèííî�åâêëèäîâî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé: âñå ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
îòîæäåñòâëÿþòñÿ è ïðåäñòàâëÿþòñÿ åäèíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì
� òðàíñëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì V. Îïðåäåëÿåòñÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà,
êàê ñå÷åíèå g : P → 𝑇 *P ⊗ 𝑇 *P ðàññëîåíèÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà,
çíà÷åíèÿ êîòîðîãî åñòü äåôèíèòíûå ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå îòîáðà-
æåíèÿ íà 𝑇𝑋P.
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3.3. Вложение тела в физическое пространство

26∘. Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ïîëàãàåì, ÷òî òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàäåëåíû 𝐶𝑟�ñòðóêòóðàìè ñ îäèíàêîâûìè 𝑟 > 1. Ñâÿçü ìåæäó
òåëîì, êàê êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, è ìíîæå-
ñòâîì ìåñò ýòèõ òî÷åê â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ κ : B → P, íàçûâàåìîãî êîíôèãóðàöèåé. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî îòîáðàæåíèå íàäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè ãëàäêîñòè è ðåãóëÿðíîñòè. Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.

Ñðåäè îòîáðàæåíèé êëàññà C𝑟(M𝑛; N𝑚) âûäåëèì òå, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ ðåãóëÿðíîñòè â êàæäîé òî÷êå M𝑛: ìû íàçûâàåì
òî÷êó 𝑝 ∈ M𝑛 ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ κ ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑚) [84],
åñëè êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå κ â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑝 èìååò ìàò-
ðèöó ßêîáè â òî÷êå 𝜙−1

𝛼 (𝑝) (ãäå (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) � êàðòà, ñîäåðæàùàÿ 𝑝) ðàíãà
min{𝑚, 𝑛}. Â ñëó÷àå 𝑛 6 𝑚, îòîáðàæåíèå κ ∈ C𝑟(M𝑛;N𝑚), ðåãóëÿðíîå â
êàæäîé òî÷êå 𝑝 ∈ M𝑛, íàçûâàåòñÿ 𝐶𝑟�èììåðñèåé (ïîãðóæåíèåì) [82,84].

27∘. Îáðàç êîíôèãóðàöèè, êàê 𝐶𝑟�èììåðñèè B íà P, ìîæåò èìåòü
òî÷êè самопересечения. Êàê áûëî îòìå÷åíî â 10∘, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äîïóñòèìû (ñåò÷àòûå îáîëî÷êè), â äðóãèõ èì ñîîòâåò-
ñòâóåò ôèçè÷åñêè íåîñóùåñòâèìîå ñàìîïðîíèêíîâåíèå [74]. Äëÿ âûäåëå-
íèÿ êëàññà êîíôèãóðàöèé, îáðàçû êîòîðûõ íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé,
ñóçèì êëàññ âñåõ 𝐶𝑟�èììåðñèé κ : B → P, âûäåëèâ òå èç íèõ, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè íà ñâîé îáðàç, ò.å. íà ïîäïðîñòðàíñòâî
κ(B) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò
𝐶𝑟�âëîæåíèÿìè [82,84].

Под регулярной конфигурацией κ òåëà ìû áóäåì ïîíèìàòü 𝐶𝑟�âëî-
æåíèåB âP. Òàêèì îáðàçîì, κ åñòü ãîìåîìîðôèçì òåëàB íà ñâîé îáðàç
κ(B). Ðåãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîçâîëÿåò íàäåëèòü îáðàç òåëà ñòðóê-
òóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, î ÷åì ðå÷ü ïîéäåò â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ïðèìåðû äâóìåðíûõ òåë, ïðåäñòàâëÿå-
ìûõ ìíîãîîáðàçèÿìè: ëåíòîé Ìåáèóñà è ïîâåðõíîñòüþ Êëåéíà13. Âîç-
ìîæíîñòü âëîæåíèÿ èëè ïîãðóæåíèÿ ýòèõ òåë â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî çàâèñèò îò åãî ðàçìåðíîñòè è òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëåíòû Ìåáèóñà (ðèñ. 1.7) ìîæíî îïðåäåëèòü êîíôèãóðàöèþ,

13Эти многообразия неориентируемы, однако на этом этапе рассуждений ориенти-
руемость не требуется.
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Ðèñ. 1.7. Äâóìåðíîå òåëî � ëåíòà Ìåáèóñà

îáðàç êîòîðîé � òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E3:

𝑥(𝑟, 𝜙) =
(︁
3 + 𝑟 cos

𝜙

2

)︁
cos𝜙𝑖+

(︁
3 + 𝑟 cos

𝜙

2

)︁
sin𝜙𝑗+

+ 𝑟 sin
𝜙

2
𝑘, (𝑟, 𝜙) ∈ ]− 1, 1[× [0, 2𝜋[.

Çäåñü 𝑖, 𝑗, 𝑘 � îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à 𝑥 � âåêòîð ìåñòà
òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ýòî ìíîæåñòâî íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è, ñëåäîâà-
òåëüíî, êîíôèãóðàöèÿ ðåãóëÿðíà (îïðåäåëÿåò âëîæåíèå). Â òî æå âðåìÿ,
ïðîåêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ëþáóþ ïëîñêîñòü, íàïðèìåð, XOY, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âëîæåíèåì â äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Âìåñòå ñ òåì,
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âëîæåíèÿ â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíîå ïîâåðõíîñòè Êëåéíà (ðèñ. 1.8). Åñëè ôèçè÷åñêîå ïðî-

Ðèñ. 1.8. Äâóìåðíîå òåëî � ïîâåðõíîñòü Êëåéíà

ñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíî ìíîãîîáðàçèåì ñ ïîäîáíîé òîïîëîãèåé, òî äëÿ
òåë, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ëåíòå Ìåáèóñà, ñóùåñòâóåò êîíòèíó-
àëüíîå ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèé.

Ïîâåðõíîñòü (¾áóòûëêà¿) Êëåéíà (ðèñ. 1.8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
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â E3 îòîáðàæåíèåì

𝑥(𝑡, 𝜃) = 𝛼(𝑡) + 𝑟(𝑡) (cos 𝜃 𝐺(𝜏 (𝑡)) + sin 𝜃𝑘) , (𝑡, 𝜃) ∈ ]0, 2𝜋[× [0, 2𝜋[,

ãäå 𝛼(𝑡) = 𝑎(1− cos 𝑡)𝑖+ 𝑏 sin 𝑡(1− cos 𝑡)𝑗, 𝑟(𝑡) = 𝑐− 𝑑(𝑡− 𝜋)
√︀
𝑡(2𝜋 − 𝑡),

𝐺(𝑥𝑖+𝑦𝑗) = −𝑦𝑖+𝑥𝑗, 𝜏 (𝑡) = ‖𝛼′(𝑡)‖−1𝛼′(𝑡). Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì. Îäíàêî, åãî îá-
ðàç âE3 èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Íàèìåíüøèì ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâîì, â êîòîðîå ìîæíî âëîæèòü ïîâåðõíîñòü Êëåéíà, ÿâëÿåòñÿE4 ∼= R4.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì òåîðèè ìíîãîîáðàçèé, â êîòîðîé äîêàçû-
âàþòñÿ òåîðåìû î âëîæåíèÿõ. Îäíà èç íèõ, ¾ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè¿,
óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî 𝑛�ìåðíîãî 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿ
M𝑛, ãäå 𝑟 > 2, ñóùåñòâóåò 𝐶𝑟�âëîæåíèå M𝑛 â R2𝑛+1. Îíà äîêàçûâà-
åòñÿ, íàïðèìåð, â [81, 82]. Ïî ïîâîäó óñèëåíèÿ òåîðåìû ñì. çàìå÷àíèå
â [81, ñòð. 40]. Â ÷àñòíîñòè, ¾ñèëüíàÿ òåîðåìà Óèòíè¿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ëþáîå ãëàäêîå 𝑛�ìåðíîå (𝑛 > 1) ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîãðóçèòü â R2𝑛−1

è ìîæíî âëîæèòü â R2𝑛. Ïðè ýòîì, çíà÷åíèÿ 2𝑛− 1 è 2𝑛 íåóëó÷øàåìû.
Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Êëåéíà ïðåäñòàâ-

ëåíû â ðàáîòå [91]. Ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 1.8 ïîâåðõíîñòü ïîñòðîåíà ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (20, 8, 11

2 ,
2
5).

Замечание 9 . Необходимость исследования нерегулярных конфигураций оче-
видна для тел, размерность которых меньше размерности физического пространства
(см. 8∘). Однако, нерегулярные конфигурации могут представлять интерес как объ-
ект континуальной механики и в случае, когда размерности тела и физического про-
странства совпадают. Примером этого является «кристалл Мебиуса», исследованный
Ваном [52]. Кратко остановимся на этом примере.

Тело материально единообразно [52], если все его точки материально изоморфны
друг другу. С физической точки зрения это означает, что все материальные точки
выполнены из одного материала. Материально единообразное тело обладает глад-
ким единообразием, если для каждой его точки существует открытая окрестность, в
которой функция единообразности непрерывно зависит от материальных точек. За-
метим, что гладкость – локальное свойство Действительно, можно привести примеры
локально единообразных тел, для которых указанную окрестность нельзя расширить
до всего тела.

Рассмотрим тело, форма которого в натуральной конфигурации представляет

собой длинный круговой цилиндр. Полагаем, что материал анизотропен и обладает

ромбической симметрией. Это означает, что с каждой точкой тела ассоциированы три

кристаллографических оси (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3), такие, что механические свойства материала

не меняются при вращении на угол 𝜋 вокруг этих осей. Никаких иных материаль-

ных симметрий нет. Допустим, что в натуральной конфигурации все материальные
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точки ориентированны таким образом, что соответствующие им кристаллографи-

ческие оси параллельны и одна из них, например, 𝑒1, параллельна оси цилиндра.

В натуральной конфигурации существует единственный гладкий материальный изо-

морфизм [52], представляемый трансляцией в евклидовом пространстве. Произведем

следующие преобразования: вначале закрутим цилиндр так, что его нижнее основа-

ние повернется относительно верхнего на угол 𝜋, затем изогнем цилиндр в кольцо

и «склеим» основания. Полученное тело тороидальной формы C.-C. Wang назвал

«кристаллом Мебиуса» (Moebius crystal). Ясно, что любая односвязная часть полу-

ченного таким образом тела обладает гладким полем материальных изоморфизмов,

но его нельзя распространить на все тело. ♠

3.4. Образ тела как подмногообразие физического

пространства

28∘. Ðåãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ ïîçâîëÿåò èíäóöèðîâàòü íà ìíî-
æåñòâî κ(B) 𝐶𝑟�ñòðóêòóðó òåëà B è, òåì ñàìûì, óñòàíîâèòü íà κ(B)
ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èìåííî, ïóñòü íà òåëåB âûáðàí íåêî-
òîðûé 𝐶𝑟�àòëàñ 𝐴 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 . Òàê êàê B =

⋃︀
𝛼∈𝐼

𝑈𝛼, òî κ(B) =⋃︀
𝛼∈𝐼

κ(𝑈𝛼). Êîìïîçèöèè κ ∘ 𝜙𝛼 ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè RdimB íà

κ(𝑈𝛼). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî 𝐴κ = {(κ(𝑈𝛼), κ∘𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 åñòü
𝐶𝑟�àòëàñ íà κ(B) è îí ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðó. Êàê
ïîäïðîñòðàíñòâîP, ïðîñòðàíñòâî κ(B) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì, ñî ñ÷åò-
íîé áàçîé. Ñëåäîâàòåëüíî, κ(B) åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimB ñ îïðåäåëåííîé âûøå 𝐶𝑟�ñòðóêòóðîé. Ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé
â òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîäïðîñòðàíñòâî κ(B) ïðîñòðàíñòâà P
ñ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì κ, íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãî-
îáðàçèåì P [84].

Замечание 10 . Классическим является случай P = E3. Пусть B — двумерное
тело. В этом случае, регулярная конфигурация κ : B → E3 есть вложение дву-
мерного тела в трехмерное евклидово пространство. Обозначим S = κ(B). Если
𝐴 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 есть 𝐶𝑟–атлас на теле, то 𝐴κ = {(κ(𝑈𝛼), κ ∘ 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , как отме-
чалось выше, есть 𝐶𝑟–атлас на S. Таким образом, точки S локально описываются
координатами (𝜉1, 𝜉2) — образами точек S при отображении 𝜙−1

𝛼 ∘κ−1 : κ(𝑈𝛼) → R2.
В классической теории поверхностей числа 𝜉1, 𝜉2 называют криволинейными коор-
динатами на поверхности.

Точка 𝑃 (𝜉1, 𝜉2) = (κ∘𝜙𝛼)(𝜉1, 𝜉2) является элементомE3, поэтому можно говорить
о значении поля векторов места X на ней: X(𝑃 (𝜉1, 𝜉2)) = (κ ∘ 𝜙𝛼)(𝜉1, 𝜉2) − 𝑂. Та-
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ким образом, в рамках одной карты имеем параметрическое описание поверхности:
(𝜉1, 𝜉2) ↦→ (X∘κ∘𝜙𝛼)(𝜉1, 𝜉2). Высказанные соображения иллюстрируются следующей
диаграммой:

𝑈𝛼 κ(𝑈𝛼)

R2 V3

κ

𝜙𝛼 X

X ∘ κ ∘ 𝜙𝛼

♠
29∘. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, ïðåáûâàþùåãî â ôèçè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå, è îïðåäåëèâøåãî íà íåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êî-
îðäèíàò (àòëàñ), îáðàç òåëà κ(B) äîëæåí îïèñûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè êî-
îðäèíàòàìè, èíäóöèðîâàííûìè ââåäåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â P. Ïðè
ýòîì, óäîáíî ïîäîáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â P, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó, ÷òîáû ÷èñëî íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò
íà îáðàçå òåëà ñîîòâåòñòâîâàëî åãî ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå ñôåðà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò, öèëèíäð � öèëèíäðè÷åñêèõ, è òàê äàëåå. Èì ñîîòâåòñòâóþò äâà
íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, à íå òðè, êàê äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì 𝐶𝑟�âëîæåíèå κ : M𝑛 → N𝑚 îäíîãî 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèÿ â
äðóãîå; çäåñü 𝑛 6 𝑚. Â ìàêñèìàëüíîì àòëàñå çàäàííîé 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû íà
N𝑚 ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî [84] {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , ïîêðûâàþùåå κ(M𝑛)
è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: ãîìåîìîðôèçìû 𝜙𝛼 : R𝑛 × R𝑚−𝑛 → 𝑈𝛼,
òàêîâû, ÷òî 𝜙𝛼(R𝑛) = 𝑈𝛼 ∩ κ(M𝑛). Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå â κ(M𝑛)
ìíîæåñòâà 𝑈𝛼 ∩ κ(M𝑛) â ñîâîêóïíîñòè ñ îòîáðàæåíèÿìè 𝜙𝛼|R𝑛 : R𝑛 →
𝑈𝛼∩κ(M𝑛) çàäàþò 𝐶𝑟�àòëàñ, îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó14 𝑛�ìåðíîãî 𝐶𝑟�
ìíîãîîáðàçèÿ íà κ(M𝑛). Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äèà-
ãðàììå

𝑈𝛼 ∩ κ(M𝑛) 𝑈𝛼

R𝑛 R𝑚

𝜙𝛼|𝑈𝛼∩κ(M𝑛) 𝜙𝛼

⊂

⊂

14Ее называют структурой, согласованной со структурой N𝑚 [84].
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Óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäûäóùåìó, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
íà ìíîãîîáðàçèè N𝑚 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà {(𝑈 ; 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)} ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò, ïîêðûâàþùàÿ κ(M𝑛) è òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè 𝜋𝑖𝑛 ∘𝜙−1|𝑈∩κ(M𝑛) :
𝑞 ↦→ 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 çàäàþò êîîðäèíàòû (𝑦𝑖) íà 𝑈 ∩ κ(M𝑛). Çäåñü
(𝑈, 𝜙) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòà. Òî÷êà 𝑞 ∈ 𝑈 òîãäà è òîëüêî òîãäà ïðè-
íàäëåæèò 𝑈∩κ(M𝑛), êîãäà 𝑥𝑗 = 𝜋𝑗𝑛∘𝜙−1(𝑞) = 0, 𝑗 = 𝑛+1, . . . , 𝑚 [5]. Äà-
ëåå ïðèâåäåíà äèàãðàììà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîîðäèíàòíûì àíàëîãîì ïðåäû-
äóùåé:

𝑈 ∩ κ(M𝑛) 𝑈

R𝑛 R𝑚

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0, . . . , 0) (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

⊂

⊂

Ñîîáðàæåíèÿ îá îñîáîì àòëàñå íà N𝑚, â êîòîðîì òî÷êè èç κ(M𝑛)
îïèñûâàþòñÿ ëèøü ïåðâûìè 𝑛 êîîðäèíàòàìè, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òåî-
ðåìû î âûïðÿìëåíèè [84]. Ñóòü ýòîé òåîðåìû, ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàò-
ðèâàåìîìó ñëó÷àþ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü κ : M𝑛 → N𝑚

� 𝐶𝑟�âëîæåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X èç M𝑛. Ïóñòü (𝑈, 𝜙)
� êàðòà M𝑛, ñîäåðæàùàÿ X, à (𝑉, 𝜓) � êàðòà N𝑚, ñîäåðæàùàÿ κ(X).
Îáîçíà÷èì 𝑊 = 𝑈 ∩ κ−1(𝑉 ). Òî÷êà 𝑥 = 𝜙−1(X) ∈ 𝜙−1(𝑊 ) ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ 𝑔 = 𝜓−1 ∘ κ ∘ 𝜙|𝜙−1(𝑊 ). Ïî òåîðåìå î âû-
ïðÿìëåíèè, ñóùåñòâóþò îòêðûòûå îêðåñòíîñòè 𝑂𝑥 ⊂ 𝜙−1(𝑊 ) òî÷êè 𝑥,
𝑆𝑔(𝑥) òî÷êè 𝑔(𝑥), îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑊1 ⊂ R𝑚 è 𝐶𝑟�äèôôåîìîðôèçì
𝐹 : 𝑆𝑔(𝑥) → 𝑊1, òàêèå, ÷òî

𝑔(𝑂𝑥) ⊂ 𝑆𝑔(𝑥), 𝐹 ∘ 𝑔|𝑂𝑥
: (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ↦→ (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, 0, . . . , 0).

Ìíîæåñòâî 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)) = {κ∘𝜙}(𝑂𝑥) îòêðûòî â κ(M𝑛), íî â îáùåì ñëó÷àå,
íå îòêðûòî â N𝑚. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå â N𝑚 ìíîæåñòâî 𝑉 ′, òàêîå, ÷òî
𝜓(𝑔(𝑂𝑥)) = κ(M𝑛) ∩ 𝑉 ′. Ïîñêîëüêó 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)) ⊂ 𝑉 , òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 . Ìíîæåñòâî 𝜓(𝑆𝑔(𝑥)) îòêðûòî â 𝑉 è ñîäåðæèò 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ̃︀𝑉 = 𝑉 ′∩𝜓(𝑆𝑔(𝑥)) ñîäåðæèòñÿ â 𝑉 , îòêðûòî â
N𝑚 è ñîäåðæèò 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)). Êðîìå òîãî, 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)) = κ(M𝑛)∩ ̃︀𝑉 . Îáîçíà÷èì̃︀𝜓 = 𝜓∘𝐹−1|{𝐹∘𝜓−1}(̃︀𝑉 ) è ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (̃︀𝑉 , ̃︀𝜓). Ýòà ïàðà
ÿâëÿåòñÿ êàðòîé â N𝑚 è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

∀Y ∈ ̃︀𝑉 : (Y ∈ κ(M𝑛) ⇔ Y ∈ 𝜓(𝑔(𝑂𝑥))) .
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Êðîìå òîãî, âñå òî÷êè èç 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)) èìåþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû 𝜂𝑛+1 =
. . . = 𝜂𝑚 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Y ∈ 𝜓(𝑔(𝑂𝑥)), òî â ñèëó áèåêòèâ-
íîñòè 𝑔 ñóùåñòâóåò 𝑦 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑂𝑥, òàêîå, ÷òî Y = (κ ∘ 𝜙)(𝑦).
Êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè åñòü 𝑚�êà

(𝜂1, . . . , 𝜂𝑚) = ̃︀𝜓−1(Y) = {𝐹∘𝜓−1}(Y) = {𝐹∘𝑔}(𝑦) = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, 0, . . . , 0).

Âûñêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

M𝑛 𝑈 𝑉 N𝑚

X 𝜙(𝑂𝑥) {κ ∘ 𝜙}(𝑂𝑥) κ(X)

(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) 𝑂𝑥 𝑔(𝑂𝑥) R𝑚

R𝑛 {𝐹 ∘ 𝑔}(𝑂𝑥) (𝜉1, . . . , 0)

R𝑚

κ

𝜙 𝜓

𝑔 = 𝜓−1 ∘ κ ∘ 𝜙|𝑂𝑥

𝐹−1

(𝐹 ∘ 𝜓 −1
) ∘ κ ∘ 𝜙

𝜓
∘
𝐹

−
1

𝐹 ∘ 𝑔

∪ ∪

∩

∩

⊃ ⊂

⊂

∈ ∋

∈

∋

Äëÿ êàæäîé òî÷êè M𝑛, ñîãëàñíî îïèñàííîé ïðîöåäóðå, ïîñòðîèì êàð-
òó âèäà (̃︀𝑉 , ̃︀𝜓), â êîòîðîé òî÷êè κ(M𝑛) èìåþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, 0, . . . , 0). Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî κ(M𝑛) áóäåò ïîêðûòî íåêî-
òîðûì ñåìåéñòâîì êàðò {(̃︀𝑉𝛼, ̃︀𝜓𝛼)}, 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàííûõ ìåæäó ñîáîé è
ïðèíàäëåæàùèõ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðå ìíîãîîáðàçèÿ N𝑚. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñå-
ìåéñòâî {(̃︀𝑉𝛼 ∩ κ(M𝑛), ̃︀𝜓𝛼|{ ̃︀𝜓−1∘κ}(M𝑛))} îáðàçóåò àòëàñ íà κ(M𝑛). Îñî-
áåííîñòü äîáàâëåííûõ êàðò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ âûäåëåíèÿ
òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçó òåëà, äîñòàòî÷íî ïîëî-
æèòü ðàâíûìè íóëþ 𝑚− 𝑛 ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò.
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3.5. Конфигурации и движения

30∘. Ïåðåéäåì ê òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà.
Ëþáîå 𝐶𝑟�âëîæåíèå κ : B → P áóäåì íàçûâàòü (регулярной) конфи-
гурацией. ×åðåç C𝑟(B; P) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé
òåëà B.

Замечание 11 . В настоящей работе под конфигурацией понимается отображе-

ние, а не точечное множество мест в физическом пространстве. Последнее есть образ

множестваB, т.е. κ(B). В ряде монографий, в частности, в [54, с. 81], конфигурацией

называют точечное множество. Интересно отметить, что трактовка понятия конфи-

гурации принципиально изменена во втором издании этой монографии [55]. В нем

понятие «конфигурация» не используется вовсе и отмечается, что смешение поня-

тий конфигурации как отображения и образа этого отображения ведет к путанице;

вместо понятия «конфигурация» вводятся «движение» (motion), определяющее вло-

жение тела в физическое пространство, и дополнительное понятие «форма» (shape),

для образа этого вложения. ♠

Ñëåäóÿ [55], îáðàç êîíôèãóðàöèè, ò.å. òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî κ(B) ⊂ P
áóäåì íàçûâàòü формой òåëà B. Äâèæåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíòèíóàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíôèãóðà-
öèé, îïðåäåëÿþùèõ êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ôîðì. Ôîðìàëèçàöèÿ ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì [20]. Ïóñòü
]𝑡1, 𝑡2[ = T ⊂ R � õðîíîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (𝑡1, 𝑡2 ìîãóò áûòü
êîíå÷íûìè, ëèáî áåñêîíå÷íûìè). Îòîáðàæåíèå T → C𝑟(B; P), êîòîðîå
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó 𝑡 ∈ T íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ κ𝑡, ò.å.
𝑡 ↦→ κ𝑡, ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå B çà èíòåðâàë T.

31∘. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X ∈ B îòîáðàæåíèå
T ∋ 𝑡 ↦→ κ𝑡(X) îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ òî÷êè X. Åñëè âñå òàêèå òðàåêòî-
ðèè � êðèâûå êëàññà 𝐶𝑟, òî äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ движением класса 𝐶𝑟.
Åñëè ôèêñèðîâàòü âðåìÿ 𝑡, òî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå B ∋ X ↦→ κ𝑡(X),
îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîãî � ôîðìà, êîòîðóþ èìååò òåëî â ìîìåíò 𝑡.
Åñëè âûáðàòü íà òåëåB è ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå P àòëàñû èç èõ 𝐶𝑟�
ñòðóêòóð, òî ëîêàëüíî, â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðòàõ (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) äëÿ
òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, èìååì êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ,
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èçîáðàæåííûå íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

B 𝑉𝑡
⋃︀
𝑡∈T 𝑉𝑡 P

X 𝑈𝑡 κ𝑡(𝑈𝑡) T

R𝑛 R𝑚

∈

∪ ∪

⊂ ⊂

𝛾𝑡 : Y ↦→ κ𝑡(Y)

𝜙 𝜓

𝜓−1 ∘ 𝛾𝑡 ∘ 𝜙

𝜒X : 𝑡 ↦→ κ𝑡(X)

𝜓−1 ∘ 𝜒X

Íà äèàãðàììå, ìàòåðèàëüíûå òî÷êè îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè X, Y ∈ B,
ïðè ýòîì X ôèêñèðîâàíà, àY íàõîäèòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè X. Ñîãëàñíî 18∘, êîíòèíóàëüíîìó ñåìåéñòâó {κ𝑡} ñîîòâåòñòâóþò
êîíòèíóàëüíûå ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {𝑈𝑡} è {𝑉𝑡}, òàêèõ, ÷òî

∀𝑡 ∈ T : (X ∈ 𝑈𝑡) ∧ (κ𝑡(𝑈𝑡) ⊂ 𝑉𝑡).

Â ñèëó ýòîãî, äëÿ òî÷êè X èìååì T ∋ 𝑡 ↦→ κ𝑡(X) ∈
⋃︀
𝑡∈T

𝑉𝑡. Êîîðäèíàòíûå

îòîáðàæåíèÿ, óêàçàííûå â ïðèâåäåííîé äèàãðàììå, ïðèíàäëåæàò ñëåäó-
þùèì êëàññàì:

𝜓−1 ∘ 𝛾𝑡 ∘ 𝜙 ∈ C𝑟(R𝑛; R𝑚), 𝜓−1 ∘ 𝜒X ∈ C𝑟(T; R𝑚).

32∘. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òðåõìåðíîãî òâåðäî-
ãî òåëà, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîé åäèíî-
îáðàçíîé êîíôèãóðàöèè (ñì. 6∘), îáðàç êîòîðîé (ôîðìà) ìîæåò áûòü
öåëèêîì ïîãðóæåíà â åâêëèäîâî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [92�96]. Òà-
êàÿ êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ îòñ÷åòíîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì κ𝑅
(reference). Ñóùåñòâîâàíèå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàåò òåîðèþ: êàðòðèðîâàíèå òåëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî îòîá-
ðàæåíèåì15 κ𝑅. Ïðè ýòîì ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñòàíîâèòñÿ òðè-
âèàëüíûì (àòëàñ ñîñòîèò èç îäíîé êàðòû) è ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî
ñ îòñ÷åòíîé ôîðìîé. Â âèäó ýòèõ ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî,

15При этом евклидово физическое пространство отождествляется по изоморфизму
с R3.
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ïðîèçâîäÿòñÿ íåÿâíî, äâèæåíèå òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâà-
íèå åãî îòñ÷åòíîé ôîðìû κ𝑅(B) â àêòóàëüíóþ κ𝑡(B), ïðåäñòàâëÿåìîå
îòîáðàæåíèåì Δ𝑡:

Δ𝑡 = ̂︀κ𝑡 ∘ ̂︀κ−1
𝑅 : κ𝑅(B) → κ𝑡(B),

ò.å. äåôîðìàöèåé òåëà èç κ𝑅(B) â κ𝑡(B). Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîíôèãóðà-
öèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

κ𝑅(B)

B κ𝑡1(B)

κ𝑡2(B)

κ𝑅

κ𝑡1

κ𝑡2

Δ𝑡1 = ̂︀κ𝑡1 ∘ ̂︀κ−1
𝑅

Δ𝑡2 = ̂︀κ𝑡2 ∘ ̂︀κ−1
𝑅

33∘. Ñîîáðàæåíèÿ ïðåðûäóùåãî ïóíêòà îñíîâûâàëèñü íà ïðåäïîëî-
æåíèè о существовании глобальной единообразной формы, которая мо-
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жет быть вложена в аффинно–евклидово физическое пространство.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ïðè
ìîäåëèðîâàíèè òåë ñ íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå òðå-
áóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå ñïîñîáà âëîæåíèÿ òåëà â ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñ óêàçàíèåì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà åãî èíäè-
âèäóàëüíîé îòñ÷åòíîé ôîðìû. Ôîðìàëèçàöèÿ òàêîãî îïèñàíèÿ îñíîâû-
âàåòñÿ íà ïðèíöèïå ëîêàëèçàöèè, ïðåäëîæåííîì Íîëëîì [97].

34∘. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåò èäåþ áëèçêî-
äåéñòâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ñîñòîÿíèå (îòêëèê) äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, èñêàæåíèÿìè ýòîé îêðåñòíîñòè, à
èñêàæåíèÿ âî âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê íåé ÷àñòè òåëà âíîñÿò ïðåíåáðå-
æèìî ìàëûé âêëàä. Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà P =E𝑚, ìîæåò áûòü äàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü NX � ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè X ∈ B. Ââåäåì îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé 𝜓 : B → V𝑚, òàêèõ,
÷òî 𝜓(X) = 0:

(𝜓 ∼ 𝜓) ⇔ (∃𝑁 ∈ NX ∀Z ∈ 𝑁 : 𝜓(Z) = 𝜓(Z)).

Ïóñòü òåïåðü κ ∈ C𝑟(B; E𝑚). Ëîêàëèçàöèÿ êîíôèãóðàöèè κ â òî÷êå
X îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

𝜓 = κ − κ(X),

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 𝜓(X) = 0. Ýòîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè Φ(κ, X). Ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî
êîíôèãóðàöèé C𝑟(B; E𝑚) íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëó÷àþùååñÿ
ïðè ýòîì ôàêòîð�ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ
êîíôèãóðàöèé è îáîçíà÷àòü C𝑟B; X.

35∘. Ïóñòü òåïåðü òåëî B íå èìååò ãëîáàëüíîé åäèíîîáðàçíîé ôîð-
ìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, îäíàêî äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè X ∈ B ìîæíî îïðåäåëèòü âëîæåíèå B → P, òàêîå, ÷òî íåêîòîðàÿ
îêðåñòíîñòü 𝑁(X) òî÷êè X îêàæåòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè (ñî-
ñòîÿíèè, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñîñòîÿíèþ òåñòîâîãî îáðàçöà ïåðåä íà÷à-
ëîì èñïûòàíèÿ, ñì. 6∘). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ âëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò
àíàëîã îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóþò ðèñóíêè 1.9,
1.10, ãäå κ𝑅

X𝑖
: B → P � êîíôèãóðàöèè, ïðè êîòîðûõ îêðåñòíîñòè òî-

÷åê X𝑖 ïåðåõîäÿò â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî
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Ðèñ. 1.9. Åäèíîîáðàçíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìà. Ñëó÷àé κ𝑅
X𝑖

̸= κ𝑅
X𝑗
,

𝑖, 𝑗 ̸= 1, 2, 3

íà ðèñ. 1.9, òàêèå êîíôèãóðàöèè ðàçëè÷íû, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ ñëó÷àÿ,
ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1.10, êîíôèãóðàöèè ñîâïàäàþò. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ó òåëà ãëîáàëüíîãî åäèíîîáðàçíîãî ñîñòîÿíèÿ.

36∘. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè 34∘, à èìåííî, èíôèíèòåçèìàëüíóþ ëîêàëè-
çàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî, â îòëè÷èå îò 34∘, îïðåäåëèì ýòî ïîíÿòèå äëÿ
áîëåå îáùåãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ ñ åâêëèäîâûìè è ðèìàíîâûìè ñâÿçíî-
ñòÿìè.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ êîíôèãóðàöèé íà êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè çàâèñèò îò ïðàâèë ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïðèíÿòûõ â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ àôôèííîé ñâÿç-
íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà: ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíà ÷åòâåðòàÿ ãëàâà ðàáîòû.
Âìåñòå ñ òåì, îáîéòèñü áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïðè
îïðåäåëåíèè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íåëüçÿ � ïî ýòîé ïðè÷èíå íèæå
áóäåò ââåäåí îïåðàòîð 𝐼par, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå äëèí è îðèåíòà-
öèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåêòîðîâ ïðè èõ ïåðåíîñå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ôîðìàëüíî åâêëèäîâû ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíîñòè íàðóøàþòñÿ ïðè
ââåäåíèè â ïðîñòðàíñòâå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ñèñòåì îòíåñåíèÿ � ñåìåéñòâà ëîêàëüíûõ áàçèñîâ. Íåñìîòðÿ íà òî,
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Ðèñ. 1.10. Åäèíîîáðàçíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìà. Ñëó÷àé κ𝑅
X𝑖

= κ𝑅
X𝑗
,

𝑖, 𝑗 ̸= 1, 2, 3

÷òî ýòî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ¾èñêóññòâåííàÿ¿ íåïàðàëëåëüíîñòü, ïîðîæ-
äåííàÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ, îíà ïîçâîëÿåò äåòàëüíî ïîÿñíèòü ñòðóê-
òóðó 𝐼par, à çàòåì ïåðåéòè ê îáùåìó ñëó÷àþ íååâêëèäîâà ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
êîíôèãóðàöèé ïðîèçâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P èìååò àôôèí-
íî�åâêëèäîâó ñòðóêòóðó,E𝑚 [52,97]. ÊàðòðèðîâàíèåE𝑚 áóäåì îñóùåñòâ-
ëÿòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ñ ïîìîùüþ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è íåêîòîðûõ
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòèõ êàðòðèðîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ äâå
êîïèè R𝑚: ïðîñòðàíñòâî R𝑚

𝑑 , ñîäåðæàùåå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, è ïðî-
ñòðàíñòâî R𝑚

𝑐 , ñîäåðæàùåå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû.
Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè X ∈ B âûáåðåì ñîäåðæàùóþ åå êàðòó (𝑈𝛼, 𝜙𝛼),

òî åñòü, X ∈ 𝑈𝛼 ⊂ B, 𝜙𝛼 : R𝑛 → 𝑈𝛼. Äëÿ êîíôèãóðàöèè κ ∈ C𝑟(B; E𝑚)
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

κ𝛼 =κ ∘ 𝜙𝛼 : R𝑛 →E𝑚;

κ𝛼 =X ∘ κ : R𝑛 → V𝑚;

κ𝑑; 𝛼 =D ∘ κ : R𝑛 → R𝑚
𝑑 ,

ãäå îòîáðàæåíèÿ X è D îïðåäåëåíû â 24∘.
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Îòîáðàæåíèå κ𝛼 ðåàëèçóåò êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê: êîðòåæàì èõ êîîðäèíàò â êàðòå (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå èõ ìåñòà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ýëåìåíòû òî÷å÷íîãî
ìíîæåñòâà E𝑚.

Îòîáðàæåíèå κ𝛼 îñóùåñòâëÿåò ¾âåêòîðèçàöèþ¿ êîíôèãóðàöèè: êàæ-
äîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå, ïðåäñòàâëåííîé êîîðäèíàòàìè êàðòû (𝑈𝛼, 𝜙𝛼),
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ìåñòà, îïðåäåëÿþùèé åå ïîëîæåíèå îò-
íîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò â E𝑚.

Îòîáðàæåíèå κ𝑑; 𝛼 îñóùåñòâëÿåò ¾àðèôìåòèçàöèþ¿ êîíôèãóðàöèè,
ïðåäñòàâëÿÿ âåêòîðû ìåñòà â äåêàðòîâîì áàçèñå êîðòåæàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Ïîìèìî äåêàðòîâûõ, â E𝑚 ìîãóò áûòü ââåäåíû êðèâîëèíåéíûå êî-
îðäèíàòû ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ íåêîòîðîãî àòëàñà 𝐴 = {(𝜓𝛽, 𝑉𝛽)}𝛽∈𝐽 .
Ïóñòü (𝜓𝛽, 𝑉𝛽) � êàðòà íà E𝑚, äëÿ êîòîðîé κ(X) ∈ 𝑉𝛽. Îïðåäåëèì îòîá-
ðàæåíèå

κ𝑐; 𝛼, 𝛽 = 𝜓−1
𝛽 ∘κ ∘𝜙𝛼 : R𝑛 ⊃ 𝜙−1

𝛼 (𝑈𝛼∩κ−1(𝑉𝛽)) → 𝜓−1
𝛽 (𝑉𝛽 ∩κ(𝑈𝛼)) ⊂ R𝑚

𝑐 ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò äëÿ òî÷åê èç 𝑈𝛼 êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû èõ ìåñò
â E𝑚 (â îáðàçå êîíôèãóðàöèè κ). Îòîáðàæåíèå

𝑓𝑐; 𝛽 = (D ∘ 𝜓𝛽)−1 : R𝑚
𝑑 → R𝑚

𝑐

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â êðèâîëèíåéíûå. Èñ-
ïîëüçóÿ ââåäåííîå îòîáðàæåíèå, ìîæíî çàïèñàòü:

𝜓−1
𝛽 = 𝑓𝑐; 𝛽 ∘D.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò âûðàæåíèå äëÿ κ𝑐; 𝛼, 𝛽:

κ𝑐; 𝛼, 𝛽 = 𝜓−1
𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼 = 𝑓𝑐; 𝛽 ∘D ∘ κ ∘ 𝜙𝛼,

è ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ κ𝑐; 𝛼, 𝛽 è κ𝑑; 𝛼:

κ𝑑; 𝛼 = 𝑓−1
𝑐; 𝛽 ∘ κ𝑐; 𝛼, 𝛽.

Ýòîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììà (𝑊𝛼𝛽 = 𝑈𝛼 ∩ κ−1(𝑉𝛽)):
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B E𝑚 R𝑚
𝑑

𝑊𝛼𝛽 κ(𝑊𝛼𝛽)

𝜙−1
𝛼 (𝑊𝛼𝛽) 𝜓−1

𝛽 (κ(𝑊𝛼𝛽))

R𝑛 R𝑚
𝑐

𝜙𝛼

κ

𝜓𝛽

𝑓
−1
𝑐;
𝛽

D

κ𝑐; 𝛼, 𝛽

κ𝑑; 𝛼

∪ ∪

∩ ∩

37∘. Ïóñòü κ, 𝛾 ∈ C𝑟(B; E𝑚) � äâå êîíôèãóðàöèè, à Δ = ̂︀κ ∘ ̂︀𝛾−1 �
îïðåäåëÿåìàÿ èìè äåôîðìàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå Δ â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ èìååò âèä:

Δ𝑑 = ̂︀κ𝑑 ∘̂︀𝛾−1
𝑑 = D∘ ̂︀κ ∘̂︀𝛾−1 ∘D−1 : R𝑚

𝑑 ⊃ [D∘𝛾](B) → [D∘κ](B) ⊂ R𝑚
𝑑 ,

Ýòî � îòîáðàæåíèå ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè R𝑚, èìåþùåå
êëàññ 𝐶𝑟. Ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìèΔ èΔ𝑑 èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà
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E𝑚 R𝑚
𝑑

B κ(𝑈𝛼) {D ∘ κ}(𝑈𝛼)

𝑈𝛼

R𝑛 𝛾(𝑈𝛼) {D ∘ 𝛾}(𝑈𝛼)

E𝑚 R𝑚
𝑑

𝜙𝛼

κ

𝛾

Δ

D

D

Δ𝑑

∪

∪ ∪

∩ ∩

Åñëè (𝑉𝛿, 𝜓𝛿) � êàðòà, ñîäåðæàùàÿ 𝛾(X), òî òà æå ñàìàÿ äåôîðìàöèÿ
Δ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèÿ Δ𝑐 = ̂︀κ𝑐 ∘ ̂︀𝛾−1

𝑐 = 𝜓−1
𝛽 ∘ ̂︀κ ∘ ̂︀𝛾−1 ∘ 𝜓𝛿,

Δ𝑐 : R𝑚
𝑐 ⊃ 𝜓−1

𝛿 (𝛾(𝑈𝛼)∩𝛾(κ−1(𝑉𝛽))∩𝑉𝛿) → 𝜓−1
𝛽 (κ(𝑈𝛼)∩𝑉𝛽 ∩κ(𝛾−1(𝑉𝛿))),

Ñâÿçü ìåæäó Δ è Δ𝑐 ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå16:

16Здесь 𝑊𝛼𝛽𝛿 = 𝑈𝛼 ∩ κ−1(𝑉𝛽) ∩ 𝛾−1(𝑉𝛿).
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E𝑚 R𝑚
𝑐

B κ(𝑊𝛼𝛽𝛿) {𝜓−1
𝛽 ∘ κ}(𝑊𝛼𝛽𝛿)

𝑊𝛼𝛽𝛿

R𝑛 𝛾(𝑊𝛼𝛽𝛿) {𝜓−1
𝛿 ∘ 𝛾}(𝑊𝛼𝛽𝛿)

E𝑚 R𝑚
𝑐

𝜙𝛼

κ

𝛾

Δ

𝜓𝛽

𝜓𝛿

Δ𝑐

∪

∪ ∪

∩ ∩

Ïîñêîëüêó κ𝑑; 𝛼 = 𝑓−1
𝑐; 𝛽 ∘κ𝑐; 𝛼, 𝛽, 𝛾𝑑; 𝛼 = 𝑓−1

𝑐; 𝛿 ∘𝛾𝑐; 𝛼, 𝛿, òî äëÿ Δ𝑑 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Δ𝑑 = ̂︀κ𝑑 ∘ ̂︀𝛾−1
𝑑 = (𝑓−1

𝑐; 𝛽 ∘ ̂︀κ𝑐) ∘ (𝑓−1
𝑐; 𝛿 ∘ ̂︀𝛾𝑐)−1 = 𝑓−1

𝑐; 𝛽 ∘Δ𝑐 ∘ 𝑓𝑐; 𝛿. (1.3.3)

Ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè Δ𝑐 è Δ𝑑 èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà17:

17Здесь 𝑊𝛼𝛽𝛿 = 𝑈𝛼 ∩ κ−1(𝑉𝛽) ∩ 𝛾−1(𝑉𝛿).
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R𝑚
𝑑

E𝑚 {D ∘ κ}(𝑊𝛼𝛽𝛿)

B κ(𝑊𝛼𝛽𝛿) {𝜓−1
𝛽 ∘ κ}(𝑊𝛼𝛽𝛿) R𝑚

𝑐

𝑊𝛼𝛽𝛿

R𝑛 𝛾(𝑊𝛼𝛽𝛿) {𝜓−1
𝛿 ∘ 𝛾}(𝑊𝛼𝛽𝛿) R𝑚

𝑐

E𝑚 {D ∘ 𝛾}(𝑊𝛼𝛽𝛿)

R𝑚
𝑑

𝜙𝛼

κ

𝛾

Δ

𝜓𝛽

𝜓𝛿

D

D

Δ𝑐

𝑓−1
𝑐; 𝛽

𝑓𝑐; 𝛿

Δ𝑑

∪

∪

∪

∩

∩

⊂

⊂

38∘. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îòîáðàæåíèå Δ𝑑 ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíî-
æåñòâàìè R𝑚

𝑑 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì, è ñîãëàñíî èçâåñòíûì òåî-
ðåìàì àíàëèçà [86], îíî ìîæåò áûòü ëîêàëüíî ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëîé
Òåéëîðà:

Δ𝑑([D∘𝛾](X)+ℎ) = Δ𝑑([D∘𝛾](X))+J[D∘𝛾](X); Δ𝑑
[ℎ]+𝑜(‖ℎ‖), ïðè ℎ→ 0,

ãäå J[D∘𝛾](X); Δ𝑑
∈ Lin(R𝑚

𝑑 ; R𝑚
𝑑 ) � ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå â

åñòåñòâåííîì áàçèñå R𝑚 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî 𝑚×𝑚 ìàòðèöåé ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ:

[J[D∘𝛾](X); Δ𝑑
]𝑖𝑗 =

𝜕[𝜋𝑖𝑚 ∘Δ𝑑(𝑧
1, . . . , 𝑧𝑚)]

𝜕𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
[D∘𝛾](X)

.
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Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè κ, ïðè 𝑛 = 𝑚,

J[D∘𝛾](X); Δ𝑑
= 𝐿X ∈ Invlin(R𝑚

𝑑 ; R𝑚
𝑑 ).

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Invlin(R𝑚; R𝑚) åñòü ðåàëèçàöèÿ îáùåé ëèíåé-
íîé ãðóïïû (äðóãàÿ èçîìîðôíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ 𝑚×𝑚 ìàòðèö GL(𝑚, R)).

Òåïåðü âñå ïîäãîòîâëåíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãó-
ðàöèé.

(i) Декартовы координаты, dimB = dimE𝑚 = 𝑚. Ïîëàãàåì, ÷òî äâå
êîíôèãóðàöèè κ, 𝛾 ∈ C𝑟(B; E𝑚) ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå X, ò.å. κ ∼X 𝛾,
åñëè

J[D∘𝛾](X); Δ𝑑
= Id, Δ𝑑 = ̂︀κ𝑑 ∘ ̂︀𝛾−1

𝑑 ,

ãäå Id � åäèíèöà Invlin(R𝑚
𝑑 ; R𝑚

𝑑 ). Èç ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ∼X ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ êîíôèãóðàöèé C𝑟(B;E𝑚) â ñòðîãîì ñìûñëå.
Ðàçáèåíèå C𝑟(B; E𝑚) íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç C𝑟B; X,
à ñàìè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � ÷åðåç KX. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ââå-
äåííîãî îòíîøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè κ ∼X 𝛾, òî äåôîðìà-
öèÿ Δ = ̂︀κ∘̂︀𝛾−1 ïåðåâîäèò áåç èñêàæåíèé (ñ òî÷íîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà)
ìàëûé îáúåì, îêðóæàþùèé òî÷êó 𝛾(X), â ìàëûé îáúåì, îêðóæàþùèé
òî÷êó κ(X).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ κ𝑑; 𝛼, ïîëó÷àåì:

J𝜙−1
𝛼 (X); κ𝑑; 𝛼

= 𝐾X ∈ Invlin(R𝑚; R𝑚
𝑑 ).

Èç ïðàâèë öåïíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îá-
ðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî если κ, 𝛾 ∈ KX, конфигурации κ в точке
X соответствует 𝐾X ∈ Invlin(R𝑚; R𝑚

𝑑 ), а конфигурации 𝛾 в той же
точке � 𝐺X ∈ Invlin(R𝑚; R𝑚

𝑑 ), то 𝐾X = 𝐺X. Справедливо и обратное
утверждение.

Òàêèì îáðàçîì êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò 𝐾X ∈ Invlin(R𝑚; R𝑚

𝑑 ).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ [97], áóäåì íàçûâàòü åãî локальной конфигурацией, à
𝐿X � локальной деформацией. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî 𝐾X íåñåò â ñå-
áå ñóáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ î êàðòðèðîâàíèè òåëà, â òî âðåìÿ, êàê â
𝐿X èíôîðìàöèÿ î êàðòðèðîâàíèè èñêëþ÷åíà. Îäíàêî, 𝐿X íåñåò â ñåáå
èíôîðìàöèþ ñðàçó î äâóõ êîíôèãóðàöèÿõ.
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При смене карт в пределах одной 𝐶𝑟�структуры, разбиение конфи-
гураций на классы эквивалентности, ассоциированное с фиксированной
точкой X, не меняется. Òî åñòü, KX íå çàâèñèò îò êàðòðèðîâàíèÿ. Ýòî
îáîñíîâûâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì Δ𝑑 è âîçìîæíûì ñóæåíèåì êàðòû.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå íà êëàññû íå çàâèñèò îò êàðòðèðîâàíèÿ, à
¾èäåíòèôèêàòîðû¿ êëàññîâ 𝐾X ∈ Invlin(R𝑚; R𝑚

𝑑 ) � çàâèñÿò.
Èç òîãî, ÷òî Invlin(R𝑚

𝑑 ; R𝑚
𝑑 ) � ãðóïïà, è òåîðåìû Êîøè�Êîâàëåâ-

ñêîé [98] âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Если 𝐿 ∈ Invlin(R𝑚
𝑑 ;R𝑚

𝑑 ),𝐾X

� локальная конфигурация, представляющая классKX, то существует
класс K′

X, который представляется локальной конфигурацией 𝐿 ∘𝐾X.
(ii) Криволинейные координаты, dimB = dimE𝑚 = 𝑚. Ïóñòü

κ, 𝛾 ∈ C𝑟(B; E𝑚) � äðóãàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîíôèãóðàöèé,

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δ𝑐

= 𝐿X ∈ Invlin(R𝑚
𝑐 ; R𝑚

𝑐 ).

Ïîëå (𝑒𝑘)𝑚𝑘=1, 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ↦→ (𝑒𝑖|𝜉)𝑚𝑖=1, ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ
ðåïåðîâ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â êàðòå (𝑉𝛽, 𝜓𝛽) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

𝑒𝑘 =
𝜕(X ∘ 𝜓𝛽)

𝜕𝜉𝑘
, X ∘ 𝜓𝛽 : R𝑚

𝑐 → V𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑚.

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 𝑒𝑘 ∘ 𝜓−1
𝛽 â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ïîëå ëî-

êàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ, îïðåäåëåííîå â òî÷êàõ 𝑉𝛽 ⊂ E𝑚. Åñëè

𝑒𝑘 = 𝑢𝑗𝑘𝑖𝑗, òî ïî îïðåäåëåíèþ, 𝑢
𝑗
𝑘 =

𝜕[𝜋𝑗
𝑚∘D∘𝜓𝛽 ]
𝜕𝜉𝑘

=
𝜕[𝜋𝑗

𝑚∘𝑓−1
𝑐; 𝛽 ]

𝜕𝜉𝑘
. Ïîýòîìó, ìàòðè-

öà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ 𝑓−1
𝑐; 𝛽 åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ðåïåðà äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ê êîîðäèíàòíîìó ðåïåðó êðèâîëèíåéíîé.
Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíôèãóðàöèé κ è 𝛾 â òî÷êå X,

ñôîðìóëèðîâàííîãî îòíîñèòåëüíî Δ𝑑 = ̂︀κ𝑑 ∘ ̂︀𝛾−1
𝑑 , ïîëó÷èì åãî ôîðìóëè-

ðîâêó îòíîñèòåëüíî Δ𝑐 = ̂︀κ𝑐 ∘̂︀𝛾−1
𝑐 . Ïóñòü κ ∼X 𝛾, òîãäà J[D∘𝛾](X); Δ𝑑

= Id.
Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæíîé ôóíê-

öèè è òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ [86], ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δ𝑐

= J[D∘κ](X); 𝑓𝑐; 𝛽 ∘ J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); 𝑓−1

𝑐; 𝛿
.

Ïóñòü ℎ = ℎ𝑘1𝑘 ∈ R𝑚
𝑐 . Òîãäà J[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X); 𝑓−1
𝑐; 𝛿
[ℎ] =

𝜕[𝜋𝑗
𝑚∘𝑓−1

𝑐; 𝛿]

𝜕𝜉𝑘

⃒⃒⃒
[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X)
ℎ𝑘1𝑗,

îòêóäà
A−1 ∘ J[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X); 𝑓−1
𝑐; 𝛿
[ℎ] = ℎ𝑘𝑒𝑘|[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X).
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Ïîëîæèì R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X) := A−1 ∘ J[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X); 𝑓−1
𝑐; 𝛿
. Òîãäà18

R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X)[ℎ] = ℎ𝑘𝑒𝑘|[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå äëÿ Δ𝑐 ïðèìåò âèä:

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δ𝑐

= R−1
[𝜓−1

𝛽 ∘κ](X) ∘R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X). (1.3.4)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
Ipar. Âåêòîð èç R𝑚

𝑐 , àññîöèèðîâàííûé ñ òî÷êîé [𝜓−1
𝛿 ∘ 𝛾](X), ïåðåâîäèòñÿ

îïåðàòîðîì R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X) â òðàíñëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòòóäà, îïåðà-

òîðîì R−1
[𝜓−1

𝛽 ∘κ](X) ïîëó÷åííûé âåêòîð îòîáðàæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî R𝑚
𝑐

è àññîöèèðóåòñÿ ñ òî÷êîé [𝜓−1
𝛽 ∘ κ](X). Ýòî ñîîáðàæåíèå èëëþñòðèðóåò

äèàãðàììà

R𝑚
𝑐 𝑇[𝜓−1

𝛽 ∘κ](X)E
𝑚

V𝑚

R𝑚
𝑐 𝑇[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X)E
𝑚

Ipar

R
[𝜓−1

𝛽 ∘κ](X)

R [𝜓
−1

𝛿
∘𝛾](

X)

∼=

∼=

(iii) dimB = 𝑛 < dimE𝑚. Ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ èìååò ðàíã 𝑛,
ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî ñâåñòè ýòîò ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó íå óäàåòñÿ.
Îäíàêî, èç ðàññóæäåíèé â 29∘ ñëåäóåò, ÷òî κ(B) ìîæíî ïîêðûòü êàð-
òàìè èç ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà E𝑚, òàêèìè, ÷òî â òî÷êàõ κ(B) îòëè÷íû
îò íóëÿ òîëüêî ïåðâûå 𝑛 ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîá-
ðàæåíèå κ𝑐 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå ìåæäó îòêðûòûìè
ïîäìíîæåñòâàìè R𝑛 è ê íåìó ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèÿ èç ïðåäûäóùåé
÷àñòè.

(iv) Неевклидово физическое пространство P. Îáîáùàÿ (1.3.4), ñêà-
æåì, ÷òî äâå êîíôèãóðàöèè κ, 𝛾 ∈ C𝑟(B; P) ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå X,
ò.å. κ ∼X 𝛾, åñëè

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δ𝑐

= ̂︀I𝛾(X)→κ(X)
par ,

18В диадном разложении, R𝛿 = 𝑒𝑘 ⊗ 𝜋𝑘𝑚.
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ãäå ̂︀I𝛾(X)→κ(X)
par � çàðàíåå çàäàííûé îïåðàòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
39∘. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíôèíèòèçåìàëüíîé ëîêàëèçàöèè êîíôè-

ãóðàöèé äëÿ ïðîñòûõ ìàòåðèàëîâ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè J𝜙−1

𝛼 (X); κ𝑑; 𝛼
, êîòîðûå, ñëå-

äóÿ Íîëëó, áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè. Êàæäîìó òà-
êîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò íåêîòîðàÿ îäíîðîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ 𝐾𝑅, êî-
òîðàÿ îñóùåñòâëÿåò òðàíñôîðìàöèþ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ îäèíà-
êîâî � ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ J𝜙−1

𝛼 (X); κ𝑑; 𝛼
.

Ñðåäè âñåõ êëàññîâ KX (ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé), àññîöèèðîâàí-
íûõ ñ òî÷êîé X, îñîáóþ ðîëü èãðàåò êëàññ K𝑅

X , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
òåñòîâàÿ îòñ÷åòíàÿ (åäèíîîáðàçíàÿ) êîíôèãóðàöèÿ, ò.å. òà, êîòîðàÿ âîñ-
ïðîèçâîäèòñÿ â ýêñïåðèìåíòå ïðè èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèîíàëà îòêëèêà.
Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êëàññîâ îáðàçóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî, ïàðàìåò-
ðèçîâàííîå òî÷êàìè òåëà B:

RefB = {K𝑅
X }X∈B. (1.3.5)

Âûáèðàÿ èç êëàññîâ ñåìåéñòâà (1.3.5) ëþáûå êîíôèãóðàöèè κ𝑅
X (ïî îäíîé

èç êàæäîãî êëàññà), ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êîíôèãóðàöèé, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ òðàíñôîðìèðóåò ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñ îòâå÷àþùåé åìó òî÷êîé X
â åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó:

RefB = {κ𝑅
X}X∈B. (1.3.6)

Ïîëåçíûì äëÿ èíòåðïðåòàöèè åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé êîíôèãóðà-
öèè ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî (1.3.6), â êîòîðîì âûáèðàþòñÿ îäíîðîäíûå êîí-
ôèãóðàöèè 𝐾𝑅

X ∈ K𝑅
X , ò.å.

RefB = {𝐾𝑅
X}X∈B. (1.3.7)

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñåìåéñòâó (1.3.6) ñîîòâåòñòâóåò êîíòèíóàëüíîå ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ýòèõ êîíôèãóðàöèé, âû÷èñëåííûõ â èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê � ¾îñêîëêîâ¿ òåëàB, ãåîìåòðè÷åñêè íåñîâìåñò-
íûõ (ìîçàèêà îñêîëêîâ íå ñêëàäûâàåòñÿ â ñâÿçàííóþ ôîðìó), íî íàõî-
äÿùèõñÿ â ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ýêâèâàëåíòíîì òåñòîâîìó îáðàçöó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó ¾îñêîëêó¿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ëè-
íåéíàÿ òðàíñôîðìàöèÿ èç ñòàíäàðòíîãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî êóáà �
ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ èíôèíèòèçåìàëüíà è èìååò ïåðâûé ïî-
ðÿäîê � è ìíîæåñòâó {κ𝑅(X)}X∈B ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
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êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ òðàíñôîðìàöèé. Åñëè òåëî ïîäâåð-
ãàòü îäíîðîäíîìó äåôîðìèðîâàíèþ, ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàÿ ýëåìåíòû ñå-
ìåéñòâà (1.3.7), òî âñå åãî ýëåìåíòàðíûå îáúåìû â òîé æå î÷åðåäè îêà-
æóòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âîçìîæíî îòûñêàòü ñåìåéñòâî (1.3.6), â êîòîðîì
âñå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé κ0, òî òàêîå òåëî
îáëàäàåò íàòóðàëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè (îäíîé èëè íåñêîëüêèìè), è κ0

� îäíà èç íèõ.
Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ïîëàãàåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ òðàíñôîð-

ìàöèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
Ýòà ãèïîòåçà ôîðìàëèçóåò èäåþ î òîì, ÷òî íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèè
ïîðîæäàåòñÿ ãëàäêèìè ôèçè÷åñêèìè ïîëÿìè (äåôåêòîâ, óñàäêè è ò.ï.).

Ãëàäêîå ïîëå ëèíåéíûõ òðàíñôîðìàöèé, ïðèìåíÿåìûõ ê êîîðäèíàò-
íûì ðåïåðàì, ôîðìàëèçóåò ïðîöåäóðó ïîäâèæíîãî ðåïåðà Äàðáó �Êàð-
òàíà è ¾ãåîìåòðèçóåò¿ ìíîãîîáðàçèå B. Òàêàÿ ¾ãåîìåòðèçàöèÿ¿ ïîçâî-
ëÿåò îïèñàòü ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, âûçâàííûå íåñîâìåñòíûìè äåôîð-
ìàöèÿìè, íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ÷òî ñèñòåìàòè÷åñêè
ðàçâèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

40∘. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îòêëèêà ìàòåðèàëà íà (ëîêàëü-
íûå) òðàíñôîðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë îòêëèêà, ïðåäñòàâëåí-
íûé îòîáðàæåíèÿìè òèïà B → R𝑘 (ñì. 18∘). Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.
Íåò íóæäû îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òåë, êàê
ýòî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ôóíêöèîíàë îòêëèêà
ìîæåò áûòü îïðåäåëåí äëÿ òåë, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå
òåìïåðàòóðíûìè, îïòè÷åñêèìè, ýëåêòðè÷åñêèìè, ìàãíèòíûìè è ò.ä. ïî-
ëÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî îòêëèê òåëà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó ïîëåé, â êîòîðîì äåôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà
òîëüêî ïîëåì ëîêàëüíûõ äåôîðìàöèé.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îòêëèêà òåëà ñëåäóåò îñíàñòèòü ìíî-
æåñòâî B äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ôèçè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëÿ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ,
òàêèå, êàê óïðóãîñòü, âÿçêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü,
ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè, ò.å. îíè àññîöèèðîâà-
íû ñ èíäèâèäóàëüíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé X ∈ B, à íå ñî âñåì òåëîì
â öåëîì. Äðóãèå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå,
îïðåäåëÿþòñÿ ïî äâóì è áîëåå ðàçëè÷íûì òî÷êàì. Òàêèå âçàèìîäåéñòâèÿ
îïðåäåëÿþò íåëîêàëüíûå ñâîéñòâà òåëà. Â ðàìêàõ êîíöåïöèè ïðîñòîãî
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òåëà ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî åãî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà.
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå простого тела (ïî Íîëëó). Ïóñòü 𝑅 � ìíî-

æåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ äåñêðèïòîðàìè îòêëèêà (ïîëå
íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð òàêîãî äåñêðèïòîðà). Íåïðåðûâíîå òå-
ëî B áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì òåëîì ïî îòíîøåíèþ ê 𝑅, åñëè îíî íàäå-
ëåíî ñòðóêòóðîé ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè R, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåò êàæäîé
òî÷êå X îòîáðàæåíèå

RX : C𝑟B; X → 𝑅, RX : KX ↦→ 𝑟 ∈ 𝑅,

òî åñòü, ïðè âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ κ ∈ KX îòêëèê òåëà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè X � çíà÷åíèå RX � îäèí è òîò æå.

41∘. Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, îïèðàÿñü íà èíòóèöèþ. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îïðåäå-
ëåííîå âûøå îòîáðàæåíèå îòêëèêà òåëà, ìû ìîæåì äàòü òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.

×òîáû ïðèäàòü ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë âûñêàçûâàíèþ î òîì, ÷òî ôè-
çè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îêðåñòíîñòè 𝑉X ⊂ P îáðàçà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X
â êîíôèãóðàöèè κ íåîòëè÷èìî îò ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îêðåñòíîñòè
𝑉Y ⊂ P îáðàçà äðóãîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Y â êîíôèãóðàöèè 𝜔, ââå-
äåì ïîíÿòèå материального изоморфизма.

Â íà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé äâóõ
÷àñòåé îáðàçîâ òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðèíÿòîãî äëÿ ýòîãî òåëà ôóíêöèîíàëà îòêëèêà: åñëè åãî çíà÷å-
íèÿ äëÿ ëþáûõ òî÷åê èç 𝑉X è 𝑉Y, âû÷èñëÿåìûå íà ëþáûõ äîïóñòèìûõ
äåôîðìàöèé, ñîâïàäàþò, òî 𝑉X è 𝑉Y ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíî èçîìîðôíû-
ìè. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà, äàò÷èêè êîòîðîãî çàêðåïëåíû
â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ èç 𝑉X è 𝑉Y, ñîâïàäàþò äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ
äåôîðìàöèé, ñîâåðøàåìûõ íàä òåëîì. Êîëè÷åñòâåííî, ýòî óñëîâèå âû-
ðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

∀κ1, κ2 ∈ C𝑟(B; P) ∀X′ ∈ κ−1(𝑉X) ∀Y′ ∈ 𝜔−1(𝑉Y) :

R(X′, 𝛾 ∘ κ) = R(Y′, 𝛾 ∘ 𝜔), (1.3.8)

ãäå 𝛾 = ̂︀κ1 ∘ ̂︀κ−1
2 . Åñëè ïîëàãàòü îêðåñòíîñòè 𝑉X è 𝑉Y èíôèíèòåçèìàëü-

íûìè, òî ñîîòíîøåíèå (1.3.8) çàïèøåòñÿ â âèäå

∀κ1, κ2 ∈ C𝑟(B;P) : R(X, 𝛾∘κ) = R(Y, 𝛾∘𝜔), 𝛾 = ̂︀κ1∘̂︀κ−1
2 . (1.3.9)
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Ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â îïðåäåëåíèè ëîêàëèçàöèè,
óñëîâèå (1.3.9) áóäåì íàçûâàòü èíôèíèòåçèìàëüíûì ìàòåðèàëüíûì èçî-
ìîðôèçìîì.

Îòîáðàæåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå èçîìîðôèçì, îïðåäåëÿåò äåôîðìà-
öèþ èç ôîðìû κ(B) â ôîðìó 𝜔(B), òî åñòü,

ΦX↦→Y = ̂︀𝜔 ∘ ̂︀κ−1.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå κ0 = 𝛾 ∘ κ, òî ñîîòíîøåíèå (1.3.9) ïðèìåò
âèä:

∀κ1, κ2 ∈ C𝑟(B; P) : R(X, κ0) = R(Y, κ0 ∘ΨX↦→Y), 𝛾 = ̂︀κ1 ∘ ̂︀κ−1
2 ,

ãäå ΨX ↦→Y = ̂︀κ−1 ∘ ̂︀𝜔 : B → B � àâòîìîðôèçì ìàòåðèàëüíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ (îòîáðàæåíèå òåëà B íà ñåáÿ). Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut B. Ïî òåðìèíîëîãèè Íîëëà [97],
òàêîå îòîáðàæåíèå � ìàòåðèàëüíûé èçîìîðôèçì.

Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò îòíîøåíèÿ îòîáðàæåíèé, èñïîëü-
çóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèè ΨX↦→Y:

κX(B) B κY(B)

𝐾𝑅
X (B) 𝐾𝑅

Y(B)

R𝑘 R𝑘 R𝑘 R𝑘

κX κY

𝐾
𝑅
X

𝐾 𝑅
Y

R
(X
,
·)

R
(Y
,
·)

R
(X
,
·)

R
(Y
,
·)

ΦX↦→Y

ΨX↦→Y

Íà ýòîé äèàãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: κX, κY �
êîíôèãóðàöèè, òðàíñôîðìèðóþùèå îêðåñòíîñòè òî÷åê X, Y â åäèíîîá-
ðàçíîå ñîñòîÿíèå; 𝐾𝑅

X , 𝐾
𝑅
Y � îäíîðîäíûå êîíôèãóðàöèè, òðàíñôîðìè-

ðóþùèå ýòè îêðåñòíîñòè â òî æå ñîñòîÿíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ýòèõ
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ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ îòêëèêîì R, çíà÷åíèÿ ¾ïðèáîðà¿, ñèìâîëè÷å-
ñêè óêàçàííîãî íà äèàãðàììå ñòðåëêîé, íàïðàâëåííîé íà åãî ¾øêàëó¿
R𝑘, îäíè è òå æå. Äåôîðìàöèÿ, ïðè êîòîðîé òåëî èç ôîðìû, â êîòîðîé
îêðåñòíîñòü òî÷êè X íàõîäèòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè, òðàíñôîð-
ìèðóåòñÿ â ôîðìó, â êîòîðîé îêðåñòíîñòü òî÷êè Y îêàçûâàåòñÿ â åäèíî-
îáðàçíîì ñîñòîÿíèè, îáîçíà÷åíà äóãîâîé ñòðåëêîé ΦX ↦→Y. Ìàòåðèàëüíûå
èçîìîðôèçìû îáîçíà÷åíû öèêëè÷åñêîé ñòðåëêîé.

Âñå ôóíêöèîíàëû îòêëèêà, óêàçàííûå íà äèàãðàììå, ïðèíèìàþò îä-
íè è òå æå çíà÷åíèÿ â R𝑘,

R(X, κX) =R(X, 𝐾𝑅
X ),

R(Y, κY) =R(Y, 𝐾𝑅
Y),

ïîñêîëüêó κX, 𝐾𝑅
X è κY, 𝐾𝑅

Y ïîïàðíî ïðèíàäëåæàò îäíèì è òåì æå êëàñ-
ñàì, è, ïî óñëîâèþ,

∀𝛾 : R(X, 𝛾 ∘ κX) = R(Y, 𝛾 ∘ κY).

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà ìàòåðèàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ AutB ñîäåðæèò
ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé, ïîâîðîòîâ è èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé è çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ [99].

Ëîêàëüíûå åäèíîîáðàçíûå êîíôèãóðàöèè κX èëè 𝐾𝑅
X õàðàêòåðèçóþò

ñïîñîá òðàíñôîðìàöèè òåëà, ïðè êîòîðîì ýëåìåíòàðíûé îáúåì, ñîäåð-
æàùèé òî÷êó X, ïåðåéäåò â åäèíîîáðàçíîå ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Äâîé-
ñòâåííîå ê íèì ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà èç åäèíîîáðàçíîãî
îòñ÷åòíîãî ñîñòîÿíèÿ â íàïðÿæåííîå, ðåàëèçóåìîå â íåêîòîðîé êîíôèãó-
ðàöèè κ𝑅, áóäåì, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè [4], íàçûâàòü èìïëàíòîì ImpX.
Ïðè ýòîì, àðãóìåíò èìïëàíòà � ýëåìåíòàðíûé îáúåì â åäèíîîáðàçíîì
ñîñòîÿíèè � ÿâëÿåòñÿ ¾óíèâåðñàëüíûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì¿, èç êîòî-
ðîãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî âñå òåëî B. Ýòîò ¾ñòðîèòåëüíûé áëîê¿ �
àðõåòèï [3] � ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äîñòàòî÷íî ìàëóþ ÷àñòü òåëà (íà-
ñòîëüêî ìàëóþ, ÷òî åå öåëèêîì ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â åäèíîîáðàçíîå
ñîñòîÿíèå), êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëà,
ò.å. ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà îòêëèêà (ñì. äèàãðàììó).
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κ𝑅(B)

κX(𝑃X) κX(B) B κY(B) κY(𝑃Y)

R𝑘

Arch

κX κY

KX
K
Y

κ𝑅

LocX LocY

R
(X, κ ∘ κ

X ) R
(Y
, κ

∘ κ
Y
)

ImpX
ImpY

Norm
X No

rm
Y

Íà äèàãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: KX, KY � îä-
íîðîäíûå äåôîðìàöèè, ïåðåâîäÿùèå òî÷êó X (ñîîòâåòñòâåííî, Y) â åäè-
íîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå; ImpX, ImpY � ñîîòâåòñòâóþùèå èìïëàíòû, Arch
� àðõåòèï. Îòîáðàæåíèÿ κX, κY � åäèíîîáðàçíûå îòñ÷åòíûå êîíôèãó-
ðàöèè, òî åñòü,

∀κ ∈ C𝑟(B; P) : R(X, κ ∘ κX) = R(Y, κ ∘ κY).

KX, KY � îäíîðîäíûå îòñ÷åòíûå äåôîðìàöèè, êîòîðûå òðàíñôîðìèðó-
þò ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê κ𝑅(X), óêàçàííûõ â èíäåêñàõ, â åäèíîîáðàç-
íîå ñîñòîÿíèå. Åñëè òåëî èñïûòûâàåò äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ïîî÷åðåäíî
ðåàëèçóþòñÿ âñå KX, òî íàáëþäàòåëü áóäåò âèäåòü ïîî÷åðåäíîå ðåëàêñè-
ðîâàíèå ÷àñòåé òåëà â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. LocX è LocY � îïåðàòî-
ðû ëîêàëèçàöèè, êîòîðûå ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå îáðàçó òåëà κX(B) (èëè
κY(B)) îáðàç åãî ÷àñòè, ñîäåðæàùèé òî÷êó X. Èìåííî,

LocX : κX(B) ↦→ κX(𝑃X), LocY : κY(B) ↦→ κY(𝑃Y),

ãäå 𝑃X, 𝑃Y � ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà κ𝑅(B):

𝑃X = κ−1
𝑅 (Part (κ𝑅(B), κ𝑅(X))), 𝑃Y = κ−1

𝑅 (Part (κ𝑅(B), κ𝑅(Y)));

Part (𝐴, 𝑋) � ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà 𝐴, ñîäåðæàùåãî òî÷êó 𝑋.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ íàä ìíîæåñòâîì



3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 67

κ(B) ⊂ 𝑃 , òî åñòü ôîðìîé òåëà, ïîñêîëüêó ôîðìà íàáëþäàåìà, à ñà-
ìî òåëî � íåò. NormX è NormY � îïåðàòîðû íîðìàëèçàöèè; îòîáðàæå-
íèÿ, ñóæàþùèå ÷àñòè òåëà äî ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî òî÷å÷íîãî
ìíîæåñòâà, îáùåãî äëÿ âñåõ. Òàêèì òî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì ìîæåò áûòü,
íàïðèìåð, øàð, ò.å.

NormX : κX(𝑃X) ↦→ κX(𝑃X), NormY : κY(𝑃Y) ↦→ κY(𝑃Y),

ãäå 𝑃X � øàð ñ öåíòðîì â öåíòðîèäå ôîðìû κX(𝑃X), ôèêñèðîâàííîãî
äëÿ âñåõ X ðàäèóñà. Ýòîò ðàäèóñ äîñòàòî÷íî ìàë, íàñòîëüêî, ÷òî ýòîò
øàð ìîæíî âïèñàòü âî âñå ôîðìû κX(𝑃X) è κY(𝑃Y).

Â îáùåì ñëó÷àå, ýâîëþöèÿ òåëà ïðåäïîëàãàåò èçìåíåíèå âî âðåìåíè
ìíîãîîáðàçèÿ B, ñåìåéñòâà îòñ÷åòíûõ ôîðì RefB è àêòóàëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè κ𝑡, îñóùåñòâëÿþùåé âëîæåíèå B â P.

Ñëó÷àé, êîãäà B è RefB íå èçìåíÿþòñÿ, à ìåíÿåòñÿ ëèøü κ𝑡, ñî-
îòâåòñòâóåò äåôîðìèðîâàíèþ (äâèæåíèþ) òåëà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.
Ñëó÷àé, êîãäà B íå èçìåíÿåòñÿ, à RefB è κ𝑡 ðàçëè÷íû â ðàçíûå ìîìåí-
òû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóåò äåôîðìèðîâàíèþ è îäíîâðåìåííî ïðîèñõî-
äÿùåé ïåðåñòðîéêå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, óñàäêå, ïëàñòè÷å-
ñêèì ýôôåêòàì è ò.ï. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå B òàê æå ìåíÿåòñÿ
âî âðåìåíè, ÷òî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðèòîêîì èëè îòòîêîì ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì, â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ B, â ÷àñò-
íîñòè, èçìåíÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû B (íàïðèìåð, Ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà 𝜒 [19]). Âèçóàëèçàöèÿ îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 1.11. Íà íåì ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òåëà, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî
𝑛�ïîëíîòîðèþ, â õîäå êîòîðîé, çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ýêñòðàìàòåðèàëà,
ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿåòñÿ Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà 𝜒.



68 Ãë.1 Åäèíîîáðàçíûå êîíôèãóðàöèè

𝑘 = 1, 𝜒(Ω1) = 𝑛

𝑘 = 2, 𝜒(Ω2) = 𝑛+ 2

𝑘 = 3, 𝜒(Ω3) = 𝑛+ 4

𝑘 = 4, 𝜒(Ω4) = 𝑛+ 6

Ðèñ. 1.11. Èçìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû òåëà â ïðîöåññå åãî
ýâîëþöèè



ГЛАВА 2

Меры деформаций

1. Введение

42∘. Íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ñôîðìèðîâàâøèñü â ðàáîòàõ ÷èñòûõ ìà-
òåìàòèêîâ XIX âåêà, ìíîãîêðàòíî äåìîíñòðèðîâàëà ñâîþ ïîëüçó â çà-
äà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè êîíòèíóóìà [2, 19, 20, 100, 101].
Ïîñëåäíÿÿ, êàê èçâåñòíî, îïåðèðóåò ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì � òå-
ëîì � êîòîðîå â ðÿäå çàäà÷ óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷àñòü íååâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà (îáçîð ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå ïðèâåäåí â Ãëàâå 1). Èçâåñò-
íî, ÷òî íååâêëèäîâîñòü ïðîñòðàíñòâà, ìîäåëèðóþùåãî òåëî, è íåñîâìåñò-
íîñòü äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùàÿ â íåì, ëèáî â ñèëó äåôåêòíîé ñòðóêòó-
ðû, ëèáî ïî ïðè÷èíå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîçäàíèÿ â õîäå òåõíîëîãè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà, òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Òåëà ïîäîáíîãî ðîäà áóäåì íà-
çûâàòü структурно неоднородными (structurally inhomogeneous). Ìåðû
îòëè÷èÿ èõ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè îò åâêëèäîâîé, òàêèå, êàê êðó÷åíèå,
êðèâèçíà è íåìåòðè÷íîñòü îïðåäåëåííîé íà íèõ ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíî-
ñòè, îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè âåëè÷èíàìè äëÿ ôîðìóëèðîâêè íåëèíåéíûõ
êðàåâûõ çàäà÷, õàðàêòåðèçóþùèõ îòêëèê ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ òåë
íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ è èõ ñîáñòâåííîå íåîäíîðîäíîå íàïðÿæåííîå ñî-
ñòîÿíèå. Åñòåñòâåííûì ÿçûêîì äëÿ ïîñòàíîâêè è èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çà-
äà÷ ÿâëÿåòñÿ ÿçûê ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Èìåííî îí ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ

69



70 Ãë.2 Ìåðû äåôîðìàöèé

è êðàåâûå óñëîâèÿ â ôîðìå, íå îãðàíè÷åííîé ðàìêàìè åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè, êîòîðûå òðàäèöèîííî ïîäðàçóìåâàþòñÿ â îñíîâàõ êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñîâðåìåí-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíî � ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîäõîäó â ôèçèêå è ìåõàíèêå
êîíòèíóóìà ïîñâÿùåí ðÿä ìîíîãðàôèé [2, 4, 20, 102] è ïîñòîÿííî óâåëè-
÷èâàþùååñÿ ÷èñëî ñòàòåé [14,67, 103�106], îñíîâíûå åãî ïîëîæåíèÿ ïîêà
íåëüçÿ ñ÷èòàòü óñòîÿâøèìèñÿ, îñîáåííî â ïðèëîæåíèÿõ ê òåõíîëîãè÷å-
ñêèì çàäà÷àì.

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà èìååò ñâîåé öåëüþ ëîãè÷åñêè ñòðîãîå ïîñòðîåíèå
ìåð äåôîðìàöèé äëÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ òåë, ìàòåðèàë êîòîðûõ
ïðîñò (ò.å. ëîêàëüíî îòêëèê çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîãî ãðàäèåíòà äåôîð-
ìàöèé [107, ñ. 60]), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äåôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ âëîæå-
íèÿìè òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íååâêëè-
äîâî (î ïðèêëàäíûõ àñïåêòàõ çàäà÷ äëÿ ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â
íååâêëèäîâîì ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñì. Ãëàâó 1). Îáùèå ïîñòðîåíèÿ
èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè, à èìåííî, çàäà÷àìè äèñêðåòíîãî è íåïðå-
ðûâíîãî ðîñòà êîíå÷íîãî öèëèíäðà, ñòðóêòóðíàÿ íåîäíîðîäíîñòü â êîòî-
ðîì îáóñëîâëåíà ïîñëîéíîé óñàäêîé ìàòåðèàëà â ïðîöåññå åãî ñîçäàíèÿ.

43∘. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òàê
æå, êàê è íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñòðóêòóðíî
íåîäíîðîäíûõ òåë, àêòóàëüíû äëÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèé è èñêàæåíèé ôîðìû ïîñëîéíî ñîçäàâàåìûõ ìèêðîñòðóê-
òóð â õîäå ïðîöåññîâ ëèòîãðàôèè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóð [108],
LbL ïðîöåññèíãà [28], ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ ñáîðêè (self-assembling) [109].
Âî âñåõ ýòèõ ïðîöåññàõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íî ìàë
� ïîðÿäêà äîëåé ìèêðîíà � ÷òî äåëàåò âñþ ñòðóêòóðó â öåëîì ÷óâ-
ñòâèòåëüíîé ê ïîëÿì ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé, âûçâàííûõ ñòðóêòóðíîé
íåîäíîðîäíîñòüþ. Â ýòîé ñâÿçè îáñóæäàåìûå â ðàáîòå ìîäåëè àêòóàëüíû
â ìåõàíèêå ìèêðîñòðóêòóð. Âîçìîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ýâîëþöèè ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé â òàêèõ òåëàõ ïîçâîëÿåò âûáðàòü
îïòèìàëüíûå ðåæèìû èõ ñîçäàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ óëó÷øå-
íèÿ ¾êà÷åñòâà ñòðóêòóðû¿, õàðàêòåðèçóåìîé òàêèìè òåõíîëîãè÷åñêèìè
ïîíÿòèÿìè, êàê mechanical proximity è optical proximity [108].

44∘. Ïðåäâàðÿÿ äåòàëüíûå ïîñòðîåíèÿ, ïîÿñíèì â îáùèõ ÷åðòàõ, ÷òî
äàåò íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ òåë. Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, òàêîå òåëî íå ìîæåò áûòü öåëèêîì âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
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ñòâî â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè (áîëåå òî÷íî � â ãëîáàëüíî åäèíîîáðàç-
íîì ñîñòîÿíèè, ñì. Ãëàâó 1). Âìåñòå ñ òåì, â âèäó òîãî, ÷òî ìàòåðèàë òåëà
ïðîñò, äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî ïîäîáðàòü îñîáîå âëî-
æåíèå òåëà, â îáðàçå êîòîðîãî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷-
êè îêàæåòñÿ íåíàïðÿæåííîé (åäèíîîáðàçíîé). Â îáùåì ñëó÷àå êàæäîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîå îñîáîå âëîæåíèå
è ñîâîêóïíîñòü òàêèõ âëîæåíèé îïðåäåëèò êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî èõ
îáðàçîâ � ñåìåéñòâî îòñ÷åòíûõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðîå â Ãëàâå 1 îáîçíà-
÷àëîñü ñèìâîëîì RefB. ßñíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñîâìåñòíûõ äå-
ôîðìàöèé âñå ýëåìåíòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñîâïàäóò äðóã ñ äðóãîì è îïðå-
äåëÿò åäèíóþ îòñ÷åòíóþ íåíàïðÿæåííóþ ôîðìó (åäèíîîáðàçíóþ, íàòó-
ðàëüíóþ, åñòåñòâåííóþ). Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, âñå ýëåìåíòû ñåìåé-
ñòâà ðàçëè÷íû. Ýòî íå ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ¾îòñ÷åò-
íîé¿ ìåòîäîëîãèåé ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è, ïðèíÿòîé â íåëèíåéíîé
ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, â ðàìêàõ êîòîðîé îòñ÷åòíàÿ
ôîðìà èñïîëüçóåòñÿ êàê åäèíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ
è ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëåé. Âûéòè èç çàòðóäíèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ çäåñü
ìîæíî, êàê ìèíèìóì, äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ ïðåäïîëàãàåò
èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íîé íàïðÿæåííîé êîíôèãóðàöèè â êà÷åñòâå
îòñ÷åòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå òåëî, áóäó÷è èçíà÷àëüíî îäíîðîäíûì, ñòàíî-
âèòñÿ íåîäíîðîäíûì (ýòî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âûáîðà òåðìèíà ¾ñòðóê-
òóðíàÿ íåîäíîðîäíîñòü¿). Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òàêîãî òåëà ñëåäóåò
ïðîâîäèòü êàê òåëà íåîäíîðîäíîãî, ñî âñåìè âûòåêàþùèìè â ýòîé ñâÿ-
çè óñëîæíåíèÿìè. Âòîðîé ñïîñîá ñîõðàíÿåò îäíîðîäíîñòü òåëà, íî ïðè
ýòîì îòñ÷åòíàÿ ôîðìà, ïîëíîñòüþ ñâîáîäíàÿ îò íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿ-
åòñÿ â íååâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ îñîáîé � ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.
Ôîðìàëüíî êëàññè÷åñêàÿ ìåòîäîëîãèÿ ¾îòñ÷åòíîãî¿ îïèñàíèÿ ñîõðàíÿ-
åòñÿ, îäíàêî ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è, êàê è
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè, îïðåäåëåíû íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ, è èõ îïðåäåëåíèÿ òðåáóþò óòî÷íåíèé. Äëÿ ðè-
ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòû, îïðåäåëÿåìîé ïî
çàäàííîé ìåòðèêå) îïðåäåëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ïîëåé è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé ôîðìóëèðóþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

45∘. Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ñîãëàñîâàííûå ñ ïðèíÿòûìè â Ãëà-
âå 1. Òàê, ñèìâîë B âñþäó îáîçíà÷àåò òåëî, ïðåäñòàâëåííîå 𝐶𝑟�ìíîãî-
îáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 𝑛. Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-
ëîì P è ñ îáùèõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå ðàçìåð-
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íîñòè 𝑚, èìåþùåå äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑛 6 𝑚 6 3 è 𝑟 > 1.

Çíàêîñî÷åòàíèå C𝑟(B; P) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑟�âëîæåíèé
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ B â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå P. Ëþáîå òàêîå âëî-
æåíèå íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé.

ÑèìâîëE𝑚 îáîçíà÷àåò 𝑚�ìåðíîå åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
ñ àññîöèèðîâàííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V𝑚. Â E𝑚 âûáðàí îðòî-
íîðìèðîâàííûé ðåïåð (𝑂, (𝑖𝑠)

𝑚
𝑠=1), ãäå 𝑖𝑝 · 𝑖𝑠 = 𝛿𝑝𝑠, ñ íà÷àëîì â òî÷êå

𝑂.
Çíàêîñî÷åòàíèå Lin(V; W) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî W.

2. Конфигурации и деформации

46∘. Ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè îá îïèñàíèè ìàëîãî èçìåíåíèÿ ôîðì è
îáúåìîâ òåë ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ê íèì âíåøíèõ ïîëåé âîñõî-
äÿò ê ðàáîòàì Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îäíàêî ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
òåîðèè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé áûëè ïîëó÷åíû Î.Ë. Êîøè è áåç ñóùå-
ñòâåííûõ èçìåíåíèé ïðèâîäÿòñÿ â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ìîíîãðà-
ôèé ïî ìåõàíèêå êîíòèíóóìà [110]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññóæäåíèÿ
Êîøè íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ ïîñòóëàòàìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ìå-
òîä Êîøè ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ïðîñòðàíñòâà áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû, â
÷àñòíîñòè, ðèìàíîâû. Â ýòîé ñâÿçè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì äàòü êîì-
ìåíòàðèè ê ïðèíèìàåìûì èì ïîëîæåíèÿì (àâòîðàìè èñïîëüçîâàëèñü ðà-
áîòû [111�113]).

i) Существование естественной формы. Ïîíÿòèå òåëà íå èñïîëüçó-
åòñÿ Êîøè, äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôîðìû
òåëà, ñðåäè êîòîðûõ, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ñóùåñòâóåò îñîáàÿ, åñòåñòâåí-
íàÿ � ñâîáîäíàÿ îò íàïðÿæåíèé. Èìåííî â ýòîé ôîðìå ñóùåñòâóåò òåëî
â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé, à èõ ïðèëîæåíèå ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ
ôîðìû � äåôîðìàöèè.

ii) Евклидовость физического пространства, вмещающего формы.
Àïåëëèðóÿ ê àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè Äåêàðòà, Êîøè èäåíòèôèöèðó-
åò òî÷êè â èñêàæåííîé ôîðìå èõ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè òî÷åê Êîøè èñïîëüçóåò èñêàæåííóþ
ôîðìó, âåäü èìåííî îíà ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé.
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iii) Существование перемещений.Äåôîðìàöèþ Êîøè ðàññìàòðèâàåò
êàê ïðîöåññ ¾âîçâðàùåíèÿ¿ ôîðìû â íåèñêàæåííîå ñîñòîÿíèå (â ñîâðå-
ìåííîé òåðìèíîëîãèè ýòî � îáðàòíàÿ äåôîðìàöèÿ [114]), êîòîðîå ðåàëè-
çóåòñÿ äëÿ âñåé ôîðìû â öåëîì è õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâíûì ïîëåì
ïåðåìåùåíèé ñ êîìïîíåíòàìè̃︀𝜉 : (𝑥, 𝑦, 𝑧) → ̃︀𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑧),̃︀𝜂 : (𝑥, 𝑦, 𝑧) → ̃︀𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑧),̃︀𝜁 : (𝑥, 𝑦, 𝑧) → ̃︀𝜁(𝑥, 𝑦, 𝑧),
â äåêàðòîâîì áàçèñå [112]. Òàêèì îáðàçîì, ¾íåñîâìåñòíûå äåôîðìàöèè¿
èñêëþ÷àþòñÿ.

iv) Физическое состояние тела зависит от искажений элементар-
ных материальных волокон. Êîøè ïîñòóëèðóåò ýòî íåÿâíî, ðàññìàòðè-
âàÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âñåõ ïîëåâûõ âåëè÷èí îòíîøåíèÿ äëèí áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ìàòåðèàëüíûõ îòðåçêîâ ïðè èõ èñêàæåíèè â ñîñòàâå ôîðìû
òåëà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèí èñïîëüçóåòñÿ äåêàðòîâà ìåòðèêà, ïîðîæäà-
åìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè 𝑖𝑝 · 𝑖𝑠 = 𝛿𝑝𝑠, ãäå (𝑖𝑠)3𝑠=1 � äåêàðòîâ áàçèñ.

Замечание 12 . Бесконечно малый материальный отрезок определялся коор-
динатами частиц (молекул, в интерпретации физики XIX века), находящихся в его
концах. В актуальной форме этим материальным частицам соответствуют декарто-
вы координаты 𝑥, 𝑦, 𝑧 и 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦, 𝑧 + Δ𝑧. Координаты частиц в отсчетной
форме представлялись выражениями [112]

𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂, 𝑧 − 𝜁, и 𝑥+Δ𝑥− 𝜉 −Δ𝜉, 𝑦 +Δ𝑦 − 𝜂 −Δ𝜂, 𝑧 +Δ𝑧 − 𝜁 −Δ𝜁,

где 𝜉 = ̃︀𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜂 = ̃︀𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜁 = ̃︀𝜁(𝑥, 𝑦, 𝑧).
Для количественной оценки искажений материальных волокон Коши вычисляет

их длины 𝑟 и 𝑟/(1 + 𝜀) в искаженной и неискаженной формах:

𝑟2 = (Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 + (Δ𝑧)2,

(︂
𝑟

1 + 𝜀

)︂2

= (Δ𝑥−Δ𝜉)2 + (Δ𝑦 −Δ𝜂)2 + (Δ𝑧 −Δ𝜁)2,

и, принимая во внимание их инфинитезимальность, раскладывает последнее соотно-
шение по формуле Тейлора первого порядка [112]:(︂

𝑟

1 + 𝜀

)︂2

=

(︂
Δ𝑥− 𝜕𝜉

𝜕𝑥
Δ𝑥− 𝜕𝜉

𝜕𝑦
Δ𝑦 − 𝜕𝜉

𝜕𝑧
Δ𝑧 − . . .

)︂2

+

+

(︂
Δ𝑦 − 𝜕𝜂

𝜕𝑥
Δ𝑥− 𝜕𝜂

𝜕𝑦
Δ𝑦 − 𝜕𝜂

𝜕𝑧
Δ𝑧 − . . .

)︂2

+

+

(︂
Δ𝑧 − 𝜕𝜁

𝜕𝑥
Δ𝑥− 𝜕𝜁

𝜕𝑦
Δ𝑦 − 𝜕𝜁

𝜕𝑧
Δ𝑧 − . . .

)︂2

. (2.2.1)
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В рамках современной терминологии это означает, что исследуемый материал прост
[107, с. 60]. Выражение (2.2.1) характеризуется квадратичной формой, которой соот-
ветствует эллипсоид — тройка взаимно ортогональных осей и три числа, соответству-
ющие главным полуосям. Этот эллипсоид Коши полагает основной характеристикой
деформируемого состояния в точке. Поскольку при таких построениях неявно были
исключены повороты, сопровождающие деформации, в них можно увидеть принцип,
который в рамках современной терминологии называется принципом объективности
или принципом материальной индифферентности1.

Справедливости ради следует отметить, что Коши не довел до конца построения

теории конечных деформаций и знаменитое полярное разложение Коши, явно выде-

ляющее вращения, сопутствующие деформации, им не было доказано строго [110],

несмотря на то, что исследованию этого вопроса он посвятил около десяти лет. Здесь,

однако, следует учесть, что Коши не располагал современной теорией операторов в

конечномерных пространствах и все построения осуществлял в терминах полуосей

эллипсоидов. ♠
v) Двойственность искаженной и неискаженной форм. Â ðàáî-

òå [113], â îòëè÷èå îò [112], Êîøè èñïîëüçóåò äëÿ èäåíòèôèêàöèè òî÷åê
èõ êîîðäèíàòû â ñîñòàâå íåèñêàæåííîé ôîðìû, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì
äâîéñòâåííîñòü èñêàæåííîé è íåèñêàæåííîé ôîðì. Èñòîðè÷åñêè áîëåå
ðàííèå óêàçàíèÿ íà ýòó äâîéñòâåííîñòü èìåþòñÿ â ðàáîòàõ Æ. Ëàãðàí-
æà [116].

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåò íèêàêèõ ïðè÷èí ïðåäïî÷èòàòü îäíó èç ôîðì
äðóãîé, è óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå äåôîðìàöèþ, ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû êàê îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíîé, òàê è îòíîñèòåëüíî àêòóàëüíûõ ôîðì.
Ìàòåìàòè÷åñêè ïåðåõîä îò îäíîãî îïèñàíèÿ ê äðóãîìó îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ íà îñíîâå ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîùàäåé è îáúåìîâ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå (ôîðìóëà Íàíñîíà [107, ñ. 124]) è ïðèâîäèò ê èçâåñòíûì ñî-
îòíîøåíèÿì Ïèîëû [107, ñ. 124]. Äâîéñòâåííîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì
ñîîòíîøåíèé ïîêàçàíà â [114].

47∘. Îáîáùåíèå ïîëîæåíèé i)�v) íà ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûå òå-
ëà, ò.å. íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé, ñâîäÿòñÿ ê ìîäè-
ôèêàöèè ïðîöåäóðû ñîïîñòàâëåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ
âîëîêîí, àññîöèèðîâàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè òåëà. Ãåîìåòðè÷åñêè

1Отметим, что на необходимость использовать принцип материальной индиффе-
рентности указывал еще Пуассон, впервые обративший внимание на то, что от жест-
ких поворотов тела напряжения в нем не должны изменяться [115]. С точки зрения
общей теории относительности, принцип материальной индифферентности является
частным случаем принципа общей ковариантности [102].
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ýòî îçíà÷àåò óñòàíîâëåíèå îñîáûõ ïðàâèë параллельного переноса, èëè,
îïðåäåëåíèÿ неевклидовой материальной связности íà òåëå [4,117]. Äëÿ
ïðîñòûõ ìàòåðèàëîâ ýòà ñâÿçíîñòü àôôèííàÿ, è îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ òàêîãî îáîáùåíèÿ, ïî ôîðìå ïîäîáíû ñîîòíîøåíèÿì,
âîçíèêàþùèì ïðè èñïîëüçîâàíèè îáùèõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò2, õî-
òÿ, êîíå÷íî, èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðèîáðåòàåò íîâîå íàïîëíåíèå.

Íàèáîëåå âàæíûå àñïåêòû, êîòîðûå ñëåäóåò èçìåíèòü èëè óòî÷íèòü
ïðè ïåðåõîäå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè äåôîðìàöèé Êîøè (åâêëèäîâû äå-
ôîðìàöèè) ê îáîáùåíèþ íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ,
ïðèâåäåíû â Òàáë. 2.1.

Êðàòêîå ïîÿñíåíèå ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû èñïîëüçóå-
ìûõ ïîíÿòèé äàíî â Ãëàâå3 3 ðàáîòû [1]. Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå
ïîÿñíåíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

(i) Àôôèííàÿ ñòðóêòóðà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E𝑚 ïîçâîëÿëà
îïðåäåëÿòü ïîçèöèè òî÷åê ïîñðåäñòâîì ïîëÿ âåêòîðà ìåñò 𝑃 ↦→ 𝑟 =
𝑃 − 𝑂. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîíÿòèå âåêòîðà
ìåñòà òåðÿåò ñìûñë: ïîçèöèè òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè (àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè
ïåðåõîäå îò ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ê îáùåé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè [101]).

(ii) Â åâêëèäîâîé ìåõàíèêå êîíòèíóóìà èíôèíèòåçèìàëüíîå ìàòåðè-
àëüíîå âîëîêíî ïðåäñòàâëåíî ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ ìåñò åãî íà÷àëà è êîí-
öà. Â íååâêëèäîâîì ñëó÷àå, èíôèíèòåçèìàëüíîå ìàòåðèàëüíîå âîëîêíî,
àññîöèèðîâàííîå ñ òî÷êîé X ∈ B, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíò-
íûõ â ýòîé òî÷êå êðèâûõ, ò.å. êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ãëàäêîìó ìíîãî-
îáðàçèþ B â òî÷êå X (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 64∘, 65∘). Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,
êàñàòåëüíûõ ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ B â òî÷êå X, íàäåëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 𝑛 = dim B (ñì. [1], Ãëàâà
3, ï. 66∘) è îáîçíà÷àåòñÿ êàê 𝑇XB. Ýòî � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê
ìíîãîîáðàçèþ B â òî÷êå X.

Замечание 13 . Касательный вектор к гладкому многообразию M𝑛 в точке

2По–видимому, систематически криволинейные координаты в теории упругости
впервые стали использовать братья Коссера [118].

3Систематическое изложение анализа на гладких многообразиях дано в [119,120],
а основные положения геометрической механики континуума — в [2,20]. Приведенные
в Главе 3 математические конструкции специализированы для развиваемой в работе
теории и имеют некоторые отличия с [2, 20].
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𝑝 ∈ M𝑛 есть упорядоченная пара4 𝑢 = (𝑝, [𝜒]𝑝), где [𝜒]𝑝 — класс эквивалентности
кривой 𝜒 : ]− 𝑎, 𝑎[ → M𝑛 по отношению эквивалентности ∼𝑝, определенному в [1],
п. 64∘.

Чтобы отличать касательные векторы к многообразию от векторов из транс-

ляционного пространства V𝑚, последние обозначаются строчными полужирными

латинскими символами 𝑢, 𝑣, . . ., а касательные векторы — строчными латинскими

символами 𝑢, 𝑣, . . .. ♠
(iii) Â åâêëèäîâîé ìåõàíèêå êîíòèíóóìà ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ãëî-

áàëüíîé åñòåñòâåííîé (íàòóðàëüíîé, ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé) отсчет-
ной формы 𝑆𝑅 ⊂E𝑚, à ïîíÿòèå òåëà íå èñïîëüçóåòñÿ. Äåôîðìàöèè ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè âèäàE𝑚 ⊃ 𝑆𝑅 → 𝑆𝑡 ⊂E𝑚, ãäå 𝑆𝑡 � àêòóàëü-
íàÿ ôîðìà. Â ñèëó èçîìîðôèçìà E𝑚 ∼= V𝑚, äåôîðìàöèè ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì êàê îòîáðàæåíèÿ ïîäìíîæåñòâ V𝑚, ò.å.
êàê îòîáðàæåíèÿ V𝑚 ⊃ 𝑈𝑅 → 𝑈𝑡 ⊂ V𝑚. Â íååâêëèäîâîì ñëó÷àå ïîä
äåôîðìàöèåé ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå P ⊃ κ𝑅(B) → κ𝑡(B) ⊂ P. Çäåñü
κ𝑅(B), â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ìîæåò áûòü íàïðÿæåííîé
ôîðìîé.

(iv) Ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè îòñóòñòâóåò â åâêëèäîâîé òåîðèè, òàê
êàê òåëî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé îòñ÷åòíîé ôîðìîé. Âìåñòå ñ
òåì, â ðàçâèâàåìîì ïîäõîäå, êîíôèãóðàöèè îòâîäèòñÿ ðîëü ¾äåôîðìà-
öèè¿ èç âîîáðàæàåìîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè � íàäñòðîéêè
íàä òåëîì, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåíàïðÿæåííàÿ (èëè, áîëåå îáùî,
åäèíîîáðàçíàÿ) ôîðìà, â àêòóàëüíóþ ôîðìó ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

(v) Àôôèííàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâîé òåîðèè ïîçâî-
ëÿåò ââåñòè âåêòîðíîå ïîëå ñìåùåíèé 𝑢 = 𝑥 − 𝑋, çíà÷åíèå êîòîðîãî
ïðåäñòàâëÿåò ðàçíîñòü ìåñò ÷àñòèöû, çàíèìàåìîé â àêòóàëüíîé è îò-
ñ÷åòíîé ôîðìàõ. Â ñëó÷àå, êîãäà ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíî
ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå èìååò ìåñòà.

(vi) Â åâêëèäîâîé òåîðèè ãðàäèåíò äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ëåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæåíèé [86]) 𝐹 = 𝐷𝛾,
êàæäîå èç êîòîðûõ ëèíåàðèçóåò äåôîðìàöèþ 𝛾 â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå. Ýêâèâàëåíòíî, ãðàäèåíò äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
𝐹 = 1+ (∇⊗ 𝑢)T, ãäå ∇ ⊗ 𝑢 îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ (â
íîòàöèè Ãèááñà). Â ðàçâèâàåìîì ïîäõîäå ãðàäèåíò äåôîðìàöèè îïðåäå-

4Отметим, что существует изоморфное представление касательного вектора как
дифференциального оператора первого порядка (см. [1], Глава 3, п. 67∘). Это пред-
ставление интенсивно используется в настоящей работе.
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ëÿåòñÿ ïî êîíôèãóðàöèè κ : B → P è ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì
îòîáðàæåíèåì F = 𝑇κ : 𝑇B → 𝑇P (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 83∘).

(vii) Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, íà ãëàäêîì ìíîãîîá-
ðàçèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ðàçëè÷àòü âåêòîðû è êîâåêòîðû.
×åðåç 𝑇 *

𝑝M îáîçíà÷àåòñÿ êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. [1], Ãëàâà 3,
ï. 69∘) ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ M (ïðåäñòàâëÿþùåìó òåëî èëè ôèçè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî), ò.å. ñîïðÿæåííîå ê 𝑇𝑝M ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýëåìåíòàìè ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñèëû.

Замечание 14 . В классических курсах механики мощность определяется как
скалярное произведение вектора силы на вектор скорости. Использование скаляр-
ного произведения предполагает, что оба этих вектора принадлежат одному и тому
же векторному пространству, что дает возможность, например, их сложить. Однако
последнее противоречит физическому смыслу. Возникшую коллизию можно испра-
вить, если считать, что скорость является элементом касательного пространства, а
сила — кокасательного5. Тогда мощность определяется как каноническое спаривание
силы 𝑓 и скорости 𝑣: ⟨𝑓, 𝑣⟩.

Отметим, что различие вектороподобных величин, таких, как сила и перемеще-

ние, обсуждалось еще в пионерских работах по векторному и тензорному исчисле-

нию, в частности, «Силы — ковариантные векторы», «скорость (или перемещения)

— контравариантные векторы» [89, с.38], [121, с.268]. ♠
(viii) Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òåíçîðû è òåíçîðíûå ïîëÿ îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àêñèîìàòèêè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ðà-
áîòû ñ ïîëÿìè â íååâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå: ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâ, íàä êàæäîé òî÷-
êîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîèòñÿ ¾áàøíÿ¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
(ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 70∘�73∘).

(ix) Èç ýëåìåíòîâ ¾áàøåí¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òåîðèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 76∘) ôîðìèðóþòñÿ
òåíçîðíûå ðàññëîåíèÿ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, êàñàòåëüíîå è êî-
êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ. Ýòî � âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ñî ñëîÿìè 𝑇𝑝M
(𝑇 *

𝑝M, äëÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ) è áàçîé M. Òåíçîðíîå ïîëå íà M
(â ò.÷. âåêòîðíîå è êîâåêòîðíîå) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê сечение òåíçîðíîãî

5Укажем на дуализм, возникающий в определениях силы и скорости. В отличие от
принятого в настоящей работе подхода, можно считать силу элементом касательного
пространства, а скорость — кокасательного. Оба подхода представляются авторам
равноправными.
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ðàññëîåíèÿ, ïîñòðîåííîãî íàäM (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 77∘). Êîîðäèíàòíûé
ðåïåð íà M ïðè dimM = 𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1, à êîðåïåð �

ñèìâîëîì (𝑑𝑥𝑖)𝑛𝑖=1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ âåêòîðíî-
ãî 𝑢 : M → 𝑇M è êîâåêòîðíîãî 𝜈 : M → 𝑇 *M ïîëåé èìåþò ìåñòî
ðàçëîæåíèÿ: 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖, 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥

𝑖.
Замечание 15 . Использование векторных расслоений позволяет рассматривать

сечения как отображения одного гладкого многообразия в другое, что позволяет

определять их гладкость стандартным образом (см. Глава 1, п. 18∘, или [120, с. 34]).

♠
Äàëåå â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ áèëèíåéíûå îïåðàöèè ñâåðòêè x è y,

äåéñòâóþùèå íà äèàäàõ ïî ïðàâèëó

x: (𝑢⊗𝜗, 𝑣) ↦→ 𝑢⊗𝜗 x 𝑣 = ⟨𝜗, 𝑣⟩𝑢, y : (𝑣, 𝜗⊗ 𝑢) ↦→ 𝑣 y𝜗⊗ 𝑢 = ⟨𝜗, 𝑣⟩𝑢.

Çäåñü 𝑢 � ãëàäêîå ñå÷åíèå íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ, à 𝑣, 𝜗 � âåêòîðíîå è
êîâåêòîðíîå ïîëÿ.

Замечание 16 . Тензоры и тензорные поля в евклидовом пространстве обозна-

чаются полужирными прописными латинскими символами: 𝑇 , 𝐹 , . . ., а тензорные

поля на гладких многообразиях — рукописными латинскими символами: T, F, . . .

Исключение составляют символы E𝑚, V𝑚, которые зарезервированы для обозначе-

ния аффинного евклидова пространства и ассоциированного векторного простран-

ства. ♠
(x) Åâêëèäîâà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà îáåñïå÷èâàëà íàáëþäàòåëÿ

àáñòðàêòíûì ¾ïðèáîðîì¿, ïîçâîëÿâøèì èçìåðÿòü äëèíû âåêòîðîâ (èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ âîëîêîí) è óãëû ìåæäó íèìè. Íàëè÷èå òàêîãî ¾ïðè-
áîðà¿ íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè äåôîðìàöèé. Â ñëó÷àå ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé ðîëü ¾ïðèáîðà¿ èãðàåò ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ïîñëåäíÿÿ
ñóùåñòâóåò íà ëþáîì 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè (𝑟 > 1) [120]. Ñ ïîìîùüþ ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêè ââîäÿòñÿ ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû (ñì. [1], Ãëàâà 3,
ï. 79∘), ïîçâîëÿþùèå ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó êîâåêòîð (îïåðà-
öèÿ (·)♭) è íàîáîðîò (îïåðàöèÿ (·)♯). Çàìåòèì, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû ïîçâîëÿþò èçìåðÿòü ôèçè÷åñêèå âå-
ëè÷èíû â íåñâîéñòâåííûõ äëÿ íèõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð, ñèëó
(êîâåêòîð) â ìåòðàõ, à ïåðåìåùåíèå (âåêòîð) â Íüþòîíàõ. Â èíäåêñíîé
íîòàöèè ýòèì îïåðàöèÿì ñîîòâåòñòâóþò îïóñêàíèå è ïîäúåì èíäåêñîâ.

(xi) ×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â âûðàæåíèè òåíçîðíûõ ïîëåé,
çàäàííûõ â òî÷êàõ àêòóàëüíîé ôîðìû, ÷åðåç òî÷êè îòñ÷åòíîé ôîðìû, è
íàîáîðîò. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýòèì îïåðàöèÿì ñîîòâåòñòâóåò ïðå-
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îáðàçîâàíèå Ïèîëû. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé àíàëîãîì ïðåîáðà-
çîâàíèé Ïèîëû ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè ¾pullback¿ è ¾pushforward¿. Åñëè T

� òåíçîðíîå ïîëå íàP, à Q � òåíçîðíîå ïîëå íàB, òî ÷åðåç κ*T îáîçíà-
÷àåòñÿ ¾pullback¿ T à ÷åðåç κ*Q � ¾pushforward¿ Q. Çäåñü κ : B → P
� ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè åå ¾pullback¿ è
¾pushforward¿ ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå îáëàñòåé îïðåäåëå-
íèÿ è ïðèáûòèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ ýòî íå òàê: êðîìå
ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìåí îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è ïðèáûòèÿ, íåîáõîäèìî
çàìåíèòü êàñàòåëüíûå è êîêàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ ïî îñîáûì ôîðìóëàì
ïåðåñ÷åòà (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 84∘�86∘).

48∘. Ïåðåéäåì ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ òåîðèè äåôîðìàöèé
íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Áóäåì, â îñíîâíîì, ñëåäîâàòü èäåîëîãèè [20].
Ïóñòü òåëî B è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ôîðìàëèçóþòñÿ êàê 𝐶𝑟�
ìíîãîîáðàçèÿ (ñ ôèêñèðîâàííûìè 𝐶𝑟�ñòðóêòóðàìè), ðàçìåðíîñòè êîòî-
ðûõ, â îáùåì ñëó÷àå, ðàçëè÷íû6 ; dimB = 𝑛, dimP = 𝑚. Â ðàìêàõ
íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå 𝑟 > 1 òàêîâî, ÷òî âñå ñîîòíî-
øåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äàëåå, èìåþò ñìûñë.

Íàïîìíèì (Ãëàâà 1), ÷òî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî òåëî B ÿâëÿåòñÿ
𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèåì îçíà÷àåò, ÷òî â íåì âûáðàíà íåêîòîðàÿ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðà.
Îíà ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ 𝐶𝑟�àòëàñîâ. Êàæäûé òàêîé àò-
ëàñ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âñå åãî êàðòû ïîïàðíî 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàíû
(ñì. Ãëàâà 1, ï. 15∘). Ëþáîé àòëàñ 𝐴B âûáðàííîé 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû íà òå-
ëå ïðåäñòàâëåí íåêîòîðûì ñåìåéñòâîì êàðò, ò.å. 𝐴B = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 .
Çäåñü {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 � îòêðûòîå ïîêðûòèå B, à 𝜙𝛼 � êàðòðèðóþùèå îòîáðà-
æåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè R𝑛 íà 𝑈𝛼 (ñì. Ãëàâà 1, ï. 14∘),
ò.å. B =

⋃︀
𝛼∈𝐼

𝑈𝛼, à 𝜙𝛼 : R𝑛 → 𝑈𝛼. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, ïîðîæäàåìûå

êàðòàìè èç 𝐴B, áóäåì îáîçíà÷àòü7 ñèìâîëàìè X𝛼, 𝛼 = 1, . . . , 𝑛.
Àíàëîãè÷íî, ëþáîé àòëàñ 𝐴P âûáðàííîé 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû íà P ïðåä-

ñòàâëåí ñåìåéñòâîì 𝐶𝑟�ñîãëàñîâàííûõ êàðò; 𝐴P = {(𝑉𝛽, 𝜓𝛽)}𝛽∈𝐽 , ãäå
{𝑉𝛽}𝛽∈𝐽 � îòêðûòîå ïîêðûòèå P, à 𝜓𝛽 � êàðòðèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ,

6Далее греческие индексы во всех выражениях пробегают значения от 1 до 𝑛, а
латинские — от 1 до 𝑚.

7Локальные координаты в карте (𝑈𝛽, 𝜙𝛽), вообще говоря, следует обозначать сим-
волами с двумя индексами, определяющими номер карты и номер координаты, X𝛽; 𝛼,
𝛽 ∈ 𝐼, 𝛼 = 1, . . . , 𝑛, однако далее индекс 𝛽 будет опущен в предположении, что номер
карты ясен из контекста.
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ÿâëÿþùèåñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè R𝑛 íà 𝑉𝛽, ò.å.P =
⋃︀
𝛽∈𝐽

𝑉𝛽, à 𝜓𝛽 : R𝑛 → 𝑉𝛽.

Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, ïîðîæäàåìûå êàðòàìè èç 𝐴P, îáîçíà÷àþòñÿ
ñèìâîëàìè 𝑋 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚.

Åñëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò àôôèííî�åâêëèäîâîé ñòðóê-
òóðîé (E𝑚, V𝑚), òî ìèíèìàëüíûé àòëàñ 𝐴min

P ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ P

ñîñòîèò èç îäíîé êàðòû (P, D−1), ãäå D � äåêàðòîâî êàðòðèðîâàíèå,
ïðåäñòàâëÿþùåå âåêòîðèçàöèþ è àðèôìåòèçàöèþ àôôèííî�åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà (ñì. Ãëàâà 1, ï. 24∘):

∀𝐴 ∈ P : D(𝐴) := ((𝐴−𝑂) · 𝑖𝑘)𝑚𝑘=1. (2.2.2)

Çäåñü (𝑖𝑘)
𝑚
𝑘=1 � áàçèñ V𝑚, (·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà V𝑚, çàäà-

âàåìîå ñîîòíîøåíèåì 𝑖𝑘 · 𝑖𝑠 = 𝛿𝑘𝑠, 𝑘, 𝑠 = 1, . . . , 𝑚, 𝑂 � íà÷àëî äåêàð-
òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàò â (E𝑚, V𝑚), òåõíè÷åñêè óäîáíîå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ñâîäèò-
ñÿ ê ðàñøèðåíèþ (P, D−1), ò.å. äîáàâëåíèþ íîâûõ êàðò (𝑉𝛽, 𝜓𝛽), êàð-
òðèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ êîòîðûõ, 𝜓𝛽, îïðåäåëÿþò ò.í. êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû. Ðàçóìååòñÿ, ïðè èõ äîáàâëåíèè äîëæíà ñîáëþäàòüñÿ 𝐶𝑟�
ñîãëàñîâàííîñòü.

49∘. Íàáëþäàåìûé îáðàç òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � åãî ôîð-
ìà � îïðåäåëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé κ : B → P, êîòîðóþ áóäåì ïîëàãàòü
𝐶𝑟�âëîæåíèåì (ñì. Ãëàâà 1, ï. 27∘). Âìåñòå ñ κ áóäåì èñïîëüçîâàòü îòîá-
ðàæåíèå ̂︀κ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç κ ñóæåíèåì îáëàñòè ïðèáûòèÿ äî îá-
ëàñòè çíà÷åíèé8 [87]: ̂︀κ : B → κ(B), X ↦→ κ(X).

Òàê êàê κ � ãëàäêîå âëîæåíèå, òî ̂︀κ � ãîìåîìîðôèçì. Ýòî ïîçâîëÿåò
âåñòè ðå÷ü îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè ̂︀κ−1.

Замечание 17 . Образ 𝐶𝑟–вложения κ наделяется структурой 𝑛–мерного 𝐶𝑟–
многообразия, которая порождается 𝐶𝑟–атласом 𝐴κ = {(κ(𝑈𝛼), ̂︀κ∘𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , где 𝐴B =
{(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 — атлас на телеB. Пространство κ(B) ⊂ P, при этом, рассматривается
как подпространство9 P. Тогда 𝐶𝑟–структуры на κ(B) и P связаны между собой
следующим образом [120]: каноническая инъекция

𝑗κ(B) : κ(B) → P, 𝑋 ↦→ 𝑋,

8Напомним, что отображения κ и ̂︀κ являются различными, так как имеют раз-
личные области прибытия.

9Индуцированная топология κ(B) определяется как совокупность всевозможных
пересечений вида O ∩ κ(B), где O — открытые подмножества P [122].
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является 𝐶𝑟–вложением. Таким образом, пространство κ(B) является 𝑛–мерным 𝐶𝑟–

подмногообразием P [120]. ♠
Åâêëèäîâû ïðåäñòàâëåíèÿ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè, íàáðîñîê êîòî-

ðûõ ïðèâåäåí âûøå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò äâå êîíôèãóðàöèè, îò-
ñ÷åòíóþ, κ𝑅, è àêòóàëüíóþ, κ𝑡. Èì ñîîòâåòñòâóþò äâå ôîðìû, îòñ÷åò-
íàÿ, κ𝑅(B), è àêòóàëüíàÿ, κ𝑡(B). Ýòè ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ
íà èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÿçûê ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå îòîáðàæåíèÿ

κ𝑅 : B → P, κ𝑡 : B → P,

̂︁κ𝑅 : B → κ𝑅(B), ̂︀κ𝑡 : B → κ𝑡(B).

Åñëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P îáëàäàåò àôôèííî�åâêëèäîâîé ñòðóê-
òóðîé, òî â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ P ñëåäóåò çàìåíèòü íà E𝑚, à ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðèçàöèè è àðèôìåòèçàöèè E𝑚 (ñì. Ãëà-
âà 1, ï. 24∘), ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè â V𝑚 èëè R𝑚. Ñëåäóÿ òðàäèöèîííûì îáîçíà÷åíèÿì, áóäåì
èñïîëüçîâàòü äëÿ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ κ𝑅 ñèìâîë 𝑋, à äëÿ çíà÷åíèÿ
κ𝑡 � ñèìâîë 𝑥. Â ñëó÷àå àôôèííî�åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èì áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü òðàíñëÿöèîííûå âåêòîðû 𝑋, 𝑥 ∈ V𝑚.

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ S𝑅 = κ𝑅(B) è S𝑡 = κ𝑡(B). Êîìïî-
çèöèè ñóæåíèé êîíôèãóðàöèé

𝛾 = ̂︀κ𝑡 ∘ ̂︁κ𝑅−1 : S𝑅 → S𝑡, 𝛾−1 = ̂︁κ𝑅 ∘ ̂︀κ𝑡−1 : S𝑡 → S𝑅,

îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ è îáðàòíóþ äåôîðìàöèþ ôîðìû S𝑅 â S𝑡 [114,123].
Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíôèãóðàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî âûáðàííûõ êàðò â 𝐴B è 𝐴P. Äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
X ∈ B îíè çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ïîäðîáíåå, ñì. Ãëàâà 1, ï. 18∘)

̃︁κ𝑅 = 𝜓−1
𝛽 ∘ κ𝑅 ∘ 𝜙𝛼, ̃︀κ𝑡 = 𝜓−1

𝛽′ ∘ κ𝑡 ∘ 𝜙𝛼,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝛽 è 𝛽′ âûáðàíû ñ óñëîâèÿìè κ𝑅(X) ∈ 𝑉𝛽,
κ𝑡(X) ∈ 𝑉𝛽′ (óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîãî êàðòðèðîâàíèÿ). Àíàëîãè÷íî, ïðÿ-
ìàÿ è îáðàòíàÿ äåôîðìàöèè èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ: ̃︀𝛾 = (𝜎𝑡𝜆)

−1 ∘ 𝛾 ∘ 𝜎𝑅𝛽 , ̃︀𝛾−1 = (𝜎𝑅𝛽 )
−1 ∘ 𝛾−1 ∘ 𝜎𝑡𝜆,
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â êàðòàõ (𝑊𝑅
𝛽 , 𝜎

𝑅
𝛽 ), (𝑊

𝑡
𝜆, 𝜎

𝑡
𝜆) îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé ôîðì

10. Çäåñü 𝛽 è
𝜆 âûáðàíû ñ óñëîâèÿìè κ𝑅(X) ∈ 𝑊𝑅

𝛽 , κ𝑡(X) ∈ 𝑊 𝑡
𝜆.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàìêàõ åâêëèäîâûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíôèãó-
ðàöèÿì, êàê îòîáðàæåíèÿì, ïî÷òè íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå, à äåôîðìàöèè
𝛾, 𝛾−1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àâòîìîðôèçìû E𝑚 (èëè, áîëåå äåëèêàòíî,
êàê îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè E𝑚, ðåãóëÿðíûìè â ñìûñëå
Êåëëîãà [124]). Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå èì ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

̃︀𝛾 : (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) ↦→ 𝑥𝑖(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚), 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,̃︀𝛾−1 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ↦→ 𝑋 𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

ïðè÷åì, ïîñêîëüêó E𝑚 ïîêðûâàåòñÿ îäíîé äåêàðòîâîé êàðòîé, òî íåò
íåîáõîäèìîñòè â óñëîâèÿõ ñîãëàñîâàííîãî êàðòðèðîâàíèÿ.

50∘. Êîíôèãóðàöèÿì κ𝑅, κ𝑡 è äåôîðìàöèÿì 𝛾, 𝛾−1 ñîîòâåòñòâóþò
êàñàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ (ñì. [1], Ãëàâà 3, ï. 83∘)

𝑇κ𝑅 : 𝑇B → 𝑇P, 𝑇κ𝑡 : 𝑇B → 𝑇P,
𝑇𝛾 : 𝑇S𝑅 → 𝑇S𝑡, 𝑇𝛾−1 : 𝑇S𝑡 → 𝑇S𝑅.

(2.2.3)

Âñå ýòè îòîáðàæåíèÿ äåéñòâóþò ìåæäó 2𝑛 è 2𝑚�ìåðíûìè ìíîãîîáðà-
çèÿìè � êàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè: 𝑇B, 𝑇P, 𝑇S𝑅, 𝑇S𝑡. Èõ ñóæåíèÿ
íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîè � êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà � îïðåäåëÿþò
ëèíåéíûå îïåðàòîðû:

𝑇Xκ𝑅 := 𝑇κ𝑅|𝑇XB : 𝑇XB → 𝑇𝑋P, 𝑇Xκ𝑡 := 𝑇κ𝑡|𝑇XB : 𝑇XB → 𝑇𝑥P,
𝑇𝑋𝛾 := 𝑇𝛾|𝑇𝑋S𝑅

: 𝑇𝑋S𝑅 → 𝑇𝑥S𝑡, 𝑇𝑥𝛾
−1 := 𝑇𝛾−1|𝑇𝑥S𝑡

: 𝑇𝑥S𝑡 → 𝑇𝑋S𝑅,
(2.2.4)

ãäå 𝑋 = κ𝑅(X), 𝑥 = κ𝑡(X).
Замечание 18 . Здесь и далее предполагается, что 𝛾 и 𝛾−1 — 𝐶𝑟–вложения. ♠

Îïåðàòîðàì (2.2.4) ñîîòâåòñòâóþò èçîìîðôíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå

10В качестве таких карт могут выступать, например, карты атласов 𝐴κ𝑅 , 𝐴κ𝑡 , либо
сужения карт объемлющего физического пространства на формы S𝑅, S𝑡.
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ñëåäóþùèõ áèëèíåéíûõ ôîðì:

𝑇Xκ𝑅 =
𝜕𝑋 𝑖

𝜕X𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1
𝛼 (X)

𝜕𝑋𝑖|κ𝑅(X) ⊗ 𝑑X𝜈|X,

𝑇Xκ𝑡 =
𝜕𝑥𝑖

𝜕X𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1
𝛼 (X)

𝜕𝑋𝑖|κ𝑡(X) ⊗ 𝑑X𝜈|X,

𝑇𝑋𝛾 =
𝜕𝑧𝜇

𝜕𝑍𝜈

⃒⃒⃒⃒
(𝜎𝑅

𝛽 )
−1(κ𝑅(X))

𝜕𝑧𝜇|κ𝑡(X) ⊗ 𝑑𝑍𝜈|κ𝑅(X),

𝑇𝑥𝛾
−1 =

𝜕𝑍𝜈

𝜕𝑧𝜇

⃒⃒⃒⃒
(𝜎𝑡

𝛽)
−1(κ𝑡(X))

𝜕𝑍𝜈 |κ𝑅(X) ⊗ 𝑑𝑧𝜇|κ𝑡(X),

(2.2.5)

ãäå (X𝛼)𝑛𝛼=1 � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íàB, (𝑋 𝑖)𝑚𝑖=1 � ëîêàëüíûå êîîðäè-
íàòû íàP, (𝑍𝜈)𝑛𝜈=1 � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà S𝑅, (𝑧𝜇)𝑛𝜇=1 � ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû íàS𝑡; (𝜕X𝛼)𝑛𝛼=1 � ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ11 íàB, (𝜕𝑋𝑖)𝑚𝑖=1

� ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ íà P, (𝜕𝑍𝜈)𝑛𝜈=1 � ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðå-
ïåðîâ íà S𝑅, (𝜕𝑧𝜇)𝑛𝜇=1 � ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ íà S𝑡, à (𝑑X𝛼)𝑛𝛼=1,
(𝑑𝑋 𝑖)𝑚𝑖=1, (𝑑𝑍

𝜈)𝑛𝜈=1, (𝑑𝑧
𝜇)𝑛𝜇=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ äóàëüíûõ ðåïåðîâ

(êîðåïåðîâ); îòîáðàæåíèÿ

(X1, . . . , X𝑛) ↦→ 𝑋 𝑖(X1, . . . , X𝑛), (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) ↦→ X𝛼(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚),

(𝑍1, . . . , 𝑍𝑛) ↦→ 𝑧𝜇(𝑍1, . . . , 𝑍𝑛), (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ↦→ 𝑍𝜈(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),

ãäå 𝛼, 𝜇, 𝜈 = 1, . . . , 𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè îòîáðà-
æåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè κ𝑅, κ𝑡, 𝛾, 𝛾−1.

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ îòîáðàæåíèÿ (2.2.3) íåïîñðåäñòâåííî íå îïðåäå-
ëÿþò òåíçîðíûå ïîëÿ, îíè, â ñèëó (2.2.4), èíäóöèðóþò îòîáðàæåíèÿ

X → 𝑇Xκ𝑅, X → 𝑇Xκ𝑡, 𝑋 ↦→ 𝑇𝑋𝛾, 𝑥 ↦→ 𝑇𝑥𝛾
−1,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà (îïåðàòîðîâ
èëè áèëèíåéíûõ ôîðì).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (2.2.3)�(2.2.5), â
îáùåì ñëó÷àå, íå íåñóò íèêàêîé ìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè è ñîäåðæàò
ïðîèçâîë, ñâÿçàííûé ñ âûáîðîì êàðòðèðóþùèõ îòîáðàæåíèé. Èñêëþ÷å-
íèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé åâêëèäîâà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì

11Значения полей реперов и кореперов в точках многообразий будут обозначаться
вертикальной чертой с указанием значения аргумента: X ↦→ 𝜕X𝛼|X, X ↦→ 𝑑X𝛼|X и т.д.
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èìååòñÿ âûäåëåííàÿ äåêàðòîâà êàðòà, ïî îïðåäåëåíèþ ñâÿçàííàÿ ñ âûäå-
ëåííîé äåêàðòîâîé ìåòðèêîé ñîîòíîøåíèÿìè 𝑖𝑘 · 𝑖𝑠 = 𝛿𝑘𝑠.

51∘. Ôîðìà S = κ(B) òåëà B ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíîå 𝑛�
ìåðíîå 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå, ñâÿçàííîå ñ P ïîñðåäñòâîì êàíîíè÷åñêîé èíú-
åêöèè 𝑗S : S → P, äåéñòâóþùåé ïî ïðàâèëó: 𝑋 ↦→ 𝑋 è ÿâëÿþùåéñÿ
𝐶𝑟�âëîæåíèåì. Ïðè ýòîì, ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè 𝑇𝑋S è
𝑇𝑋P â òî÷êå 𝑋 ∈ S èìååòñÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ êàñàòåëüíûì
îòîáðàæåíèåì 𝑇𝑋𝑗S. Îíî èíúåêòèâíî, òàê êàê 𝑗S ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑟�âëîæåíèåì
è ðàçìåðíîñòü åãî îáðàçà, 𝑇𝑋𝑗S(𝑇𝑋S), ðàâíà 𝑛. Îòîáðàæåíèå

InS;𝑋 := 𝑇𝑋𝑗S : 𝑇𝑋S → 𝑇𝑋P (2.2.6)

íàçûâàåòñÿ äàëåå оператором вложения â òî÷êå 𝑋 ∈ S. Ñåìåéñòâî
{InS;𝑋}𝑋∈S ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå InS := 𝑇𝑗S : 𝑇S → 𝑇P ìåæäó
êàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè.

Замечание 19 . При рассмотрении вложенных подмногообразий [120], часто

отождествляют по изоморфизму касательное пространство к подмногообразию с его

образом при касательном отображении к канонической инъекции. Согласно этой ме-

тодологии, необходимо отождествить 𝑇𝑋S с 𝑇𝑋𝑗S(𝑇𝑋S) и считать, что 𝑇𝑋S являет-

ся подпространством 𝑇𝑋P. Мы не следуем этому подходу по следующей причине.

Кривые на S есть отображения вида 𝜒 : I → S, а кривые на P — отображения

вида 𝜒′ : I′ → P. Это — разные отображения, так как они имеют разные области

прибытия [87]. Поэтому ни одно из отображений вида 𝜒′ не содержится в классе эк-

вивалентности, определяющем касательный вектор к S. Аналогичные рассуждения

справедливы для 𝜒. ♠
Â ñëó÷àå P =E𝑚, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà 𝑇𝑋E𝑚 ∼= V𝑚 ìîæíî

çàïèñàòü, ÷òî
InS;𝑋 = 𝑇𝑋𝑗S : 𝑇𝑋S → V𝑚.

Åñëè íà E𝑚 âûáðàíî äåêàðòîâî êàðòðèðîâàíèå (𝑋 𝑖)𝑚𝑖=1, òî îïåðàòîð
âëîæåíèÿ (2.2.6) â òî÷êå 𝑋 ∈ S ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì äèàäíûì
ðàçëîæåíèåì12:

InS;𝑋 =
𝜕𝑋𝑘

𝜕𝑍𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝜎−1(𝑋)

𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑍𝛼|𝑋 , (2.2.7)

12Кортежи (𝑍𝛼) — локальные координаты на S, соответствующие картрирующему
отображению 𝜎. В частности, это могут быть кортежи (X𝛼) — локальные координаты
на теле. Тогда 𝜎 = κ𝑅 ∘ 𝜙, где 𝜙 — картрирующее отображение на теле B.
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ãäå (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) = D ∘ 𝑗S ∘ 𝜎(𝑍1, . . . , 𝑍𝑛) � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå 𝑗S, â êîòîðîì 𝜎 � êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå íà S. Òîãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü âåêòîðíîå ïîëå

𝐸𝛼 : S → V𝑚, 𝑋 ↦→ 𝐸𝛼|𝑋 := InS;𝑋 x 𝜕𝑍𝛼|𝑋 =
𝜕𝑋𝑘

𝜕𝑍𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝜎−1(𝑋)

𝑖𝑘. (2.2.8)

Ñèìâîëè÷åñêè, 𝐸𝛼 = InS x 𝜕𝑍𝛼. Íî ïîëå (𝐸𝛼)
𝑛
𝛼=1, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

èíòåðïðåòàöèè, åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ïîëå ðåïåðîâ ëîêàëüíîé êðèâî-
ëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝑍𝛼)𝑛𝛼=1 ïîâåðõíîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå.
Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îïåðàòîðà âëîæåíèÿ íà ýëåìåíò êîîðäèíàòíîãî
ðåïåðà äàåò евклидов âåêòîð ëîêàëüíîãî áàçèñà êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò (𝑍𝛼), çàäàííîé íà ìíîæåñòâå S. Òàêèì îáðàçîì, àáñòðàêòíûé
âåêòîð 𝜕𝑍𝛼|𝑋 ñòàíîâèòñÿ íàáëþäàåìûì âåêòîðîì 𝐸𝛼|𝑋 .

52∘. Ñîîáðàæåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñâÿçü
ìåæäó ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè, îïðåäåëåííûì â ï. 50∘, è åãî êëàññè÷å-
ñêèì àíàëîãîì. Ïóñòü 𝑚 = 𝑛, à

𝛾 = ̂︀κ𝑡 ∘ ̂︀κ−1
𝑅 : S𝑅 → S𝑡

ïðåäñòàâëÿåò äåôîðìàöèþ òåëà B â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå E𝑚. Ñî-
ãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ãðàäèåíò äåôîðìàöèè åñòü ïðî-
èçâîäíîå îòîáðàæåíèå 𝛾 [86], ò.å. ïîëå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé𝑋 ↦→ 𝐹𝑋 ∈
Lin(V𝑚; V𝑚), ëèíåàðèçóþùèõ äåôîðìàöèþ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷-
êè 𝑋 ∈ S𝑅. Èìåííî, äëÿ âñÿêîé òî÷êè 𝑋 ∈ S𝑅 è ℎ ∈ V𝑚, òàêîãî, ÷òî13

𝑋 + ℎ ∈ S𝑅, èìååì:

𝛾(𝑋 + ℎ) = 𝛾(𝑋) + 𝐹𝑋 [ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖), ïðè ℎ→ 0.

Â ðåïåðå (𝑖𝑘)𝑚𝑘=1 îïåðàòîð 𝐹𝑋 èìååò ñëåäóþùåå äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå:

𝐹𝑋 =
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑋𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑋1, ..., 𝑋𝑚)

𝑖𝑘 ⊘ 𝑖𝑗, (2.2.9)

ãäå (𝑋 𝑖)𝑚𝑖=1, (𝑥
𝑖)𝑚𝑖=1 � äåêàðòîâû êîîðäèíàò òî÷åê îòñ÷åòíîé è àêòóàëü-

íîé ôîðì, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = D ∘ 𝛾 ∘ D−1(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) � êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå 𝛾, à âåêòîðû 𝑖𝑘 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé 𝑖𝑘 · 𝑖𝑠 = 𝛿𝑘𝑠 .

13Для каждой из форм S тела B ее коразмерность dim E𝑚 − dim S равна нулю,
поэтому согласно Предложению 5.1 [120], S — открытое множество.
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Замечание 20 . Для диадного представления в евклидовом пространстве в пре-
делах настоящего пункта используется символ ⊘, чтобы подчеркнуть отличие от
общей конструкции тензорного произведения ⊗. В классической механике диада
𝑢⊘ 𝑣 ∈ Lin(V𝑚; V𝑚) определяется по действию [92]:

(𝑢⊘ 𝑣) ·𝑤 := (𝑣 ·𝑤)𝑢.

♠
Íà êàæäóþ èç ôîðì S𝑅, S𝑡 ìîæíî ñóçèòü äåêàðòîâó àðèôìåòèçàöèþ

D è ïîëó÷èòü àòëàñû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé êàðòû. Ñîãëàñíî (2.2.5), â
êîòîðîì íóæíî ïîëîæèòü 𝑍 𝑖 = 𝑋 𝑖, 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖, ïîëó÷àåì äèàäíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå

𝑇𝑋𝛾 =
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑋𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑋1, ..., 𝑋𝑚)

𝜕𝑋𝑘|𝑥 ⊗ 𝑑𝑋𝑗|𝑋 .

Замечание 21 . Высказывание «сузить декартову арифметизацию D на форму
S = κ(B) тела B» требует уточнения. Подразумевается, что размерность тела сов-
падает с размерностью пространства и что декартовы координаты, заданные на всем
пространстве, индуцируются на S. Для этого определяется отображение

̃︀D : S → D(S), 𝑋 ↦→ D(𝑋),

являющееся гомеоморфизмом S на D(S) ⊂ R𝑛. Следовательно, (S, ̃︀D−1) — карта
на S. Таким образом, точки S можно описать в рамках одной карты. Покажем, что

карта (S, ̃︀D−1) 𝐶𝑟–согласована с любой картой атласа 𝐴κ = {(κ(𝑈𝛼), ̂︀κ ∘ 𝜙𝛼)}𝛼∈I.
Для этого достаточно показать, что отображение перехода

̂︀κ𝑐 = ̃︀D ∘ ̂︀κ ∘ 𝜙𝛼 : R𝑛 → D(κ(𝑈𝛼))

является 𝐶𝑟–диффеоморфизмом. Поскольку ̂︀κ𝑐 с точностью до области прибытия

совпадает с координатным представлением 𝐶𝑟–вложения κ в паре карт (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) и

(E𝑚, D−1), то 𝐶𝑟–отображение ̂︀κ𝑐 в каждой точке 𝑝 ∈ R𝑛 имеет ранг rank𝑝 ̂︀κ𝑐 = 𝑛.

Тогда согласно Теореме об обратном отображении [120, c.34], отображение ̂︀κ𝑐 явля-
ется локальным 𝐶𝑟–диффеоморфизмом. Вместе с тем, как композиция инъективных

отображений, ̂︀κ𝑐 — инъективно. Из Следствия [120, c.36] тогда вытекает, что ̂︀κ𝑐 —
𝐶𝑟–диффеоморфизм. Таким образом, карта (S, ̃︀D−1) 𝐶𝑟–согласована с любой картой

из 𝐴κ. ♠
Замечание 22 . Отметим, что в силу (2.2.8) справедливы равенства

InS𝑅 x 𝜕𝑋𝑘 =
𝜕𝑋𝑠

𝜕𝑋𝑘
𝑖𝑠 = 𝑖𝑘 и InS𝑡 x 𝜕𝑥𝑘 = 𝑖𝑘.

♠
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Ñîãëàñíî (2.2.7), â êîòîðîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ

InS;𝑋 = 𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑋𝑘|𝑋 ,

èìååì14

InS𝑡; 𝑥 ∘ 𝑇𝑋𝛾 ∘ In−1
S𝑅;𝑋

=
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑋𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑋1, ...𝑋𝑚)

𝑖𝑘 ⊗ 𝑖𝑗 ≈

≈ 𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑋𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑋1, ...𝑋𝑚)

𝑖𝑘 ⊘ 𝑖𝑗 = 𝐹𝑋 . (2.2.10)

Ñëåâà îò çíàêà ≈ â äèàäíîì ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíò êîðåïåðà
(𝑖𝑘)𝑚𝑘=1 ê (𝑖𝑘)

𝑚
𝑘=1, à ñïðàâà � ýëåìåíò äóàëüíîãî векторного ðåïåðà (𝑖𝑘)𝑚𝑘=1.

Òàêîå ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Èìåííî, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå áèëèíåéíîé ôîðìû
𝑇𝑋𝛾 íà âåêòîð, òî ýòî äåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
x: 𝑇𝑋𝛾 x𝑢, ÷òî ïðèâîäèò ê êàíîíè÷åñêîìó ñïàðèâàíèþ ýòîãî âåêòîðà ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì ковектором â äèàäíîì ïðîèçâåäåíèè. Çäåñü åâêëèäî-
âà ñòðóêòóðà íå èñïîëüçóåòñÿ. Îäíàêî áèëèíåéíàÿ ôîðìà 𝐹𝑋 , ñîãëàñíî
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå êîíòèíóóìà, äåéñòâóåò íà âåêòîð ñ ïîìîùüþ (·):
𝐹𝑋 · 𝑢, ÷òî ïðèâîäèò ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî âåêòîðà ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì вектором â äèàäíîì ïðîèçâåäåíèè.

Âûáåðåì â S𝑅 ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑍 𝑖)𝑚𝑖=1 è ¾âìîðîçèì¿ èõ â ôîð-
ìó. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó êàðòðèðóþùèìè îòîáðàæå-
íèÿìè íà S𝑅 è S𝑡 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 𝜎𝑡 = 𝛾 ∘ 𝜎𝑅. Îïåðàòîðû âëî-
æåíèÿ â òàêîì ñëó÷àå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè ðàçëîæåíèÿìè:

InS𝑅;𝑋 =
𝜕𝑋𝑘

𝜕𝑍𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑍1, ..., 𝑍𝑚)

𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑍𝑗|𝑋 , InS𝑡; 𝑥 =
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑍𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑍1, ..., 𝑍𝑚)

𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑍𝑗|𝑥.

Âåêòîðû ëîêàëüíîãî áàçèñà íà S𝑅 è S𝑡 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐸𝑘 è 𝑒𝑘:

𝐸𝑘 =
𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑍𝑘
𝑖𝑗, 𝐸𝑘 =

𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑋𝑗
𝑖𝑗, 𝑒𝑘 =

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑍𝑘
𝑖𝑗, 𝑒𝑘 =

𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥𝑗
𝑖𝑗.

Òîãäà èç ôîðìóëû (2.2.9) è öåïíîãî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó-
÷àåì êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ 𝐹𝑋 [92]: 𝐹𝑋 = 𝑒𝑘|𝑥 ⊘ 𝐸𝑘|𝑋 . Âûðàæå-
íèå äëÿ 𝑇𝑋𝛾 ïðèíèìàåò âèä: 𝑇𝑋𝛾 = 𝜕𝑍𝑘|𝑥⊗ 𝑑𝑍𝑘|𝑋 , òàê êàê êîîðäèíàòíîå

14Множество значений InS𝑅 есть 𝑛–мерное подпространство V𝑚, а потому совпа-
дает с областью прибытия.
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ïðåäñòàâëåíèå ̃︀𝛾 = 𝜎−1
𝑡 ∘ 𝛾 ∘ 𝜎𝑅 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

InS𝑡; 𝑥 ∘ 𝑇𝑋𝛾 ∘ In−1
S𝑅;𝑋

=
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑋𝑗

⃒⃒⃒⃒
(𝑋1, ..., 𝑋𝑚)

𝑒𝑘|𝑥 ⊗ 𝑖𝑗 = 𝑒𝑘|𝑥 ⊗ 𝐸𝑘|𝑋 ≈

≈ 𝑒𝑘|𝑥 ⊘𝐸𝑘|𝑋 = 𝐹𝑋 . (2.2.11)

Çäåñü 𝑖𝑗 ∈ (V𝑚)* � ýëåìåíò äóàëüíîãî ê (𝑖𝑘) ðåïåðà.
Замечание 23 . В терминах одной операции ⊗ взаимосвязь отображений 𝑇𝑋𝛾 и

𝐹𝑋 обеспечивается формулой

𝐹𝑋 = InS𝑡; 𝑥 ∘ 𝑇𝑋𝛾 ∘ In−1
S𝑅;𝑋

. (2.2.12)

♠
53∘. Ìåòðè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ � òðåáóåò äëÿ

ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ i) îáúåêò èçìåðåíèÿ; ii) ñðåäñòâî èçìåðåíèÿ; iii) êà-
ëèáðîâêó. Íàõîäÿñü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ èäåé êîíòèíóàëüíîé ìåõà-
íèêè (ñì. íà÷àëî ðàçäåëà), îïðåäåëèì â êà÷åñòâå îáúåêòà èçìåðåíèÿ �
ôèçè÷åñêèå îáðàçû ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí, â êà÷åñòâå ñðåäñòâà èçìåðå-
íèÿ � ñðàâíåíèå èíôèíèòåçèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ îáðàçîâ ìàòåðèàëüíûõ
âîëîêîí êàê ýëåìåíòîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà P, èñïîëüçóÿ äëÿ êàëèáðîâêè ìåòðèêó, çàäàííóþ íà P. Ïîÿñíèì
ýòî ïîäðîáíåå.

Ïîä ìàòåðèàëüíûì âîëîêíîì � îñíîâíûì ¾ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì¿
òåëà áóäåì ïîíèìàòü îáðàç ãëàäêîé êðèâîé íàB, ò.å. ìíîæåñòâî ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê 𝜒(I), ãäå I = ]− 𝑎, 𝑎[ ⊂ R, à 𝜒 : I → B � ãëàäêàÿ êðèâàÿ
(äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ïîëàãàåì, ÷òî åå ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ðàâåí 𝑟). Òàê êàê
òåëî B íå íàáëþäàåìî, òî ìàòåðèàëüíûå âîëîêíà òàê æå íå ÿâëÿþòñÿ
íàáëþäàåìûìè. Îäíàêî îáðàçû èõ êîíôèãóðàöèé � íàáëþäàåìûå â P
îäíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ 𝜒𝑅(I) è 𝜒𝑡(I), ãäå

𝜒𝑅 = ̂︀κ𝑅 ∘ 𝜒 : I → κ𝑅(B), 𝜒𝑡 = ̂︀κ𝑡 ∘ 𝜒 : I → κ𝑡(B).

Èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè èçìåðåíèé. Ïîñêîëüêó 𝜒𝑡 = 𝛾 ∘ 𝜒𝑅 è
𝜒𝑅 = 𝛾−1 ∘ 𝜒𝑡, òî ìîæíî ãîâîðèòü î äåôîðìàöèè âîëîêíà 𝜒𝑅(I) â âî-
ëîêíî 𝜒𝑡(I) è îáðàòíî. Èíôèíèòåçèìàëüíûé àíàëèç ýòèõ îòîáðàæåíèé
ïðèâîäèò ê êàñàòåëüíûì îòîáðàæåíèÿì

𝑇 (𝛾 ∘ 𝜒𝑅) = (𝑇𝛾) ∘ (𝑇𝜒𝑅), èëè 𝑇 (𝛾−1 ∘ 𝜒𝑡) = (𝑇𝛾−1) ∘ (𝑇𝜒𝑡),
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ãäå 𝑇𝛾, 𝑇𝛾−1 � êàñàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ ê ïðÿìîé è îáðàòíîé äåôîð-
ìàöèÿì. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ãèïîòåç è ïðèáëèæåíèé,
ñðåäñòâî èçìåðåíèÿ � ¾ïðèáîð¿ � ðàçëè÷àåò 𝑇𝛾 (èëè 𝑇𝛾−1), à äëÿ åãî
êàëèáðîâêè ñëåäóåò çàäàòü ìåòðèêó íà 𝜒𝑅(I) (èëè íà 𝜒𝑡(I)).

Çäåñü òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé ãèïîòåçû: ìåòðèêà íà
èçìåðÿåìûõ âîëîêíàõ èíäóöèðóåòñÿ ìåòðèêîé îáúåìëþùåãî ôèçè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà15 P, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ñîñòîÿíèÿ òåëà.
Åñëè ýòà ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì
g : 𝑋 → 𝑇 *

𝑋P⊗𝑇 *
𝑋P, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì äåôèíèòíîñòè (ñì. [1],

Ãëàâà 3, ï. 78∘), òî ìíîãîîáðàçèå P ïðèîáðåòàåò ñòàòóñ ðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñî ñâÿçíîñòüþ ∇ Ëåâè�×èâèòû: ∀𝑢, 𝑣 ∈ V𝑟(P), 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖, 𝑣 =
𝑣𝑖𝜕𝑖,

∇𝑢𝑣 = 𝑢𝑖
(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝑣𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗
)︀
𝜕𝑘, 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗 =

𝑔𝑘𝑙

2
(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝑔𝑖𝑗) .

Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îáðàçîâ âîëîêîí 𝜒𝑅(I) (èëè, åñëè ðå÷ü èäåò îá
îáðàòíîé äåôîðìàöèè, 𝜒𝑡(I)) óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòíûå êðèâûå,
à áèëèíåéíûå ôîðìû g𝑋 ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òåíçîðíîãî ðàçëîæåíèÿ â
áàçèñå íàòóðàëüíûõ êîðåïåðîâ, g𝑋 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P èìååò àôôèííî�åâêëèäîâó ñòðóêòóðó,
òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâîäèò ê õîðîøî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèè: êîîðäèíàòíûå ëèíèè íåêîòîðîé (âûáðàííîé èç ñîîáðàæåíèÿ
óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ) ñèñòåìû êîîðäèíàò ¾çàìîðàæèâàþòñÿ¿ â òåëå è
èñêàæàþòñÿ âìåñòå ñ íèì â õîäå äåôîðìàöèè. Ïðè ýòîì, ñëåäóÿ ïðèíÿ-
òîé òåðìèíîëîãèè, ñåòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ëàãðàíæåâó ñåòü, à ñåòü èõ îáðàçîâ îòíîñèòåëüíî 𝛾 � êàê ýéëåðîâó
ñåòü. Òàêèì îáðàçîì, â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ðàáîòû, ôóíäàìåíòàëüíûì
èçìåðÿåìûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (𝑇𝛾, g).

54∘. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè. Â îò-
ëè÷èå îò ìåòðèêè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ çàäàâàëàñü íåçà-
âèñèìî îò òåëà, ìàòåðèàëüíàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé òåëà:
â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû îíà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìàòåðèàëüíîé íåîä-
íîðîäíîñòüþ. Îáðàçíî ãîâîðÿ (ñëåäóÿ È. Êóíèíó [47]), ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ìàòåðèàëüíàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåò ¾âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ¿ òåëà.

15То есть, метрика на форме S есть «pullback» (см. [1], Глава 3, п. 86∘) 𝑖*Sg про-
странственной метрики g.
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Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîé ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ма-
териального единообразия (ñì. Ãëàâà 1, ï. 35∘), êîòîðîå äîëæíî ëîêàëü-
íî äîñòèãàòüñÿ â êàæäîé òî÷êå òåëà ïðè çàäàíèè íà íåì ìàòåðèàëüíîé
ìåòðèêè. Êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìàòåðèàëüíóþ
ìåòðèêó, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó îòêëèêà è
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îá óñëîâèÿõ ðåàëèçàöèè ëîêàëüíî åäèíî-
îáðàçíîãî ñîñòîÿíèÿ â êàæäîé òî÷êå òåëà. Íàïîìíèì, ÷òî îòêëèê õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ìíîæåñòâîì R óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ïîëåé, íàçûâàåìûõ
äåñêðèïòîðàìè îòêëèêà. Â ÷àñòíîñòè, R ìîæåò ñîñòîÿòü èç âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé êëàññà C𝑟(B; R), ïðåäñòàâëÿþùèõ ïëîòíîñòü óïðó-
ãîé ýíåðãèè, ò.å. R = (𝑊 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè îòêëèê
õàðàêòåðèçóåòñÿ çàâèñèìîñòüþ 𝑊 = W(X, 𝑇κ, g), ò.å. ìàòåðèàë òåëà
прост [107, ñ. 60].

Ñëåäóÿ Ãëàâå 1, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ëîêàëüíî åäèíîîáðàçíîå ñîñòî-
ÿíèå â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X òåëà B ìîæåò áûòü äîñòèã-
íóòî ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé äåôîðìàöèè èç àêòóàëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíôèãóðàöèè κ𝑅

X , îïðåäåëÿþ-
ùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó κ𝑅

X(B). Òàêèì îáðàçîì, òåëó B èç ïðî-
ñòîãî ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî RefB = {κ𝑅

X}X∈B ãëîáàëüíûõ
êîíôèãóðàöèé

κ𝑅
X : B → P, κ𝑅

X : Y ↦→ κ𝑅
X(Y),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåîáðàçóåò ýëåìåíòàðíûé îáúåì, îêðóæàþùèé ÷à-
ñòèöó X òåëà, â åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó.

Êàæäûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà RefB èíäóöèðóåò íà B ìåòðèêó èç ôèçè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P � ýòî ñîîòâåòñòâóåò èçìåðåíèþ, ïðîèçâåäåííî-
ìó àáñòðàêòíûì ¾ïðèáîðîì¿, äëèí è óãëîâ èíôèíèòåçèìàëüíûõ âîëîêîí
â îêðåñòíîñòè îáðàçà òî÷êè κ𝑅

X(X) â ñîñòàâå ôîðìû κ𝑅
X(B), à èìåííî,

îïðåäåëÿåò ¾pullback¿ G(X) := (κ𝑅
X)

*g ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè:

∀Y ∈ B ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇YB : G(X)|Y(𝑢, 𝑣) = g(𝑇Yκ𝑅
X(𝑢), 𝑇Yκ𝑅

X(𝑣)).

Íåñìîòðÿ íà àïåëëÿöèþ ê èçìåðåíèþ àáñòðàêòíûì ¾ïðèáîðîì¿ â
èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè, ìåòðèêà G(X) îïðåäåëåíà íà âñåì B,
ïðåâðàùàÿ ìíîãîîáðàçèå B â ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî (B, G(X)). Îäíà-
êî, ïîñêîëüêó ìåòðèêà G(X) îïðåäåëåíà íà B, ñâîéñòâà ïîðîæäàåìîé åþ
ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòû íå îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ñâÿçíîñòè íà P. Â
÷àñòíîñòè, åñëè P � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî (B, G(X)) � ìíîãî-
îáðàçèå ñ åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ. Ýòîò ôàêò èíòóèòèâíî î÷åâèäåí: âåäü
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κ𝑅
X(B) � ôîðìà òåëà B, ïîëó÷àåìàÿ íåêîòîðîé (ñïåöèàëüíîé) äåôîð-

ìàöèåé èç àêòóàëüíîé ôîðìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðà-
çîì, íà B óñòàíàâëèâàåòñÿ êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî {G(X)}X∈B ìåòðèê,
îïðåäåëÿþùèõ ñâÿçíîñòü îäíîãî è òîãî æå òåëà. Èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ñèíòåçèðóåòñÿ материальная метрика, âîîáùå ãîâîðÿ, íîâîãî
òèïà, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì ïîëå G : X ↦→ G(X)|X áèëèíåéíûõ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ äåôèíèòíûõ ôîðì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
ïîëå êëàññà 𝐶𝑟−1 íàB, òîãäà îíî îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó, êîòîðóþ
áóäåì íàçûâàòü материальной. Îòìåòèì, ÷òî

∀X ∈ B ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇XB : GX(𝑢, 𝑣) = g(𝑇Xκ𝑅
X(𝑢), 𝑇Xκ𝑅

X(𝑣)). (2.2.13)

Ãëîáàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ëîêàëü-
íûå êîíôèãóðàöèè, òðàíñôîðìèðóþùèå èíôèíèòåçèìàëüíûå ÷àñòè òå-
ëà � ¾îñêîëêè¿ � â åäèíîîáðàçíóþ ëîêàëüíóþ ôîðìó. Â Ãëàâå 1 ëî-
êàëüíûå êîíôèãóðàöèè áûëè îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàò-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíôèãóðàöèé è ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ. Âìåñòå
ñ òåì, ëîêàëüíûå êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòðîèòü áåç àïåëëÿöèè ê êîîð-
äèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáîáùå-
íèå ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ � êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì
íà ìíîæåñòâå C𝑟(B; P) âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèé îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè:

∀κ1,κ2 ∈ C𝑟(B;P) : (κ1 ∼X κ2) ⇔ ((κ1(X) = κ2(X))∧(𝑇Xκ1 = 𝑇Xκ2)).

Замечание 24 . Отношение ∼X рефлексивно, т.к. 𝑇Xκ = 𝑇Xκ, симметрично,
т.к. из 𝑇Xκ1 = 𝑇Xκ2 следует 𝑇Xκ2 = 𝑇Xκ1 и транзитивно, т.к. из 𝑇Xκ1 = 𝑇Xκ2 и

𝑇Xκ2 = 𝑇Xκ3 следует 𝑇Xκ1 = 𝑇Xκ3. ♠
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî çàäàííîìó îòíîøåíèþ ∼X áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç [κ]X è íàçûâàòü локальными конфигурациями в точке X.
Êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [κ]X îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò êàñà-
òåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇X𝜒, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëÿ 𝜒 ∈ [κ]X.
Â ýòîé ñâÿçè, ëîêàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì åé ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.

Ñðåäè ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé åñòü êëàññû, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåí-
òàìè ñåìåéñòâà RefB, ò.å. [κ𝑅

X ]X. Âûáèðàÿ â êàæäîì êëàññå [κ𝑅
X ]X ïî

ïðåäñòàâèòåëþ, ïîëó÷àåì ïîëå K : X ↦→ 𝑇Xκ, îïðåäåëåííîå íà B, ãäå
κ ∈ [κ𝑅

X ]X. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îòîáðàæåíèå KX ïåðåâîäèò èí-
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ôèíèòåçèìàëüíûå ìàòåðèàëüíûå âîëîêíà, èñõîäÿùèå èç òî÷êè X (ìàòå-
ìàòè÷åñêè, êàñàòåëüíûå âåêòîðû), â åäèíîîáðàçíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè
κ𝑅
X(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êëàññà 𝐶𝑟−1. Òîãäà

ôîðìóëà (2.2.13) ïðèìåò âèä:

∀X ∈ B ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇XB : GX(𝑢, 𝑣) = g(KX(𝑢), KX(𝑣)). (2.2.14)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëå16 K � äâóõòî÷å÷íîå òåíçîðíîå ïîëå, äèàäíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå êîòîðîãî èìååò âèä K = 𝐾 𝑖 ·

·𝛼𝑒𝑖 ⊗ 𝐸𝛼, ãäå (𝑒𝑖) � ïîëå ðåïåðîâ
â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, (𝐸𝛼) � ïîëå êîðåïåðîâ íà òåëå B. Ìåòðèêà
G ïîðîæäàåò ìàòåðèàëüíóþ ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòû ñ êîýôôèöèåíòàìè
Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗:

Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 =
𝐺𝑘𝑙

2
(𝜕𝑖𝐺𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝐺𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝐺𝑖𝑗) , ãäå 𝐺𝑖𝑗 = 𝑔𝑠𝑝𝐾

𝑠·
·𝑖𝐾

𝑝 ·
·𝑗 .

Замечание 25 . При переходе от точки X ∈ B к точке Y ∈ B конфигурация

κ𝑅
X меняется на конфигурацию κ𝑅

Y, поэтому в общем случае поле K не является

касательным отображением к некоторой регулярной конфигурации тела. ♠
Çíà÷åíèå K â òî÷êå X òåëà îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè

[κ𝑅
X ]X, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï èíôèíèòåçèìàëüíîé ëî-

êàëèçàöèè: îòêëèê òåëà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå X ∈ B çàâèñèò îò êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ∼X, ò.å. 𝑊 = W(X, KX, g).

55∘. Êëàññè÷åñêèå, åâêëèäîâû ïðåäñòàâëåíèÿ ìåð äåôîðìàöèé èñ-
ïîëüçîâàëè òåíçîð 𝐹 T, ïîëó÷àåìûé òðàíñïîíèðîâàíèåì ãðàäèåíòà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ìåñò 𝐹 . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íîãî îáúåêòà â íååâêëè-
äîâîì ñëó÷àå òðåáóþòñÿ îñîáûå ðàññóæäåíèÿ, ïîñêîëüêó ìåñòà îïðåäåëÿ-
þòñÿ íå âåêòîðíûì ïîëåì, à óïîðÿäî÷åííîé 𝑛�êîé êîîðäèíàò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 𝑇𝛾 íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì âòîðîãî ðàíãà, õîòÿ åãî çíà÷å-
íèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåíçîðû â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, ò.å.
êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ñì. òàêæå Michal [125, ñ. 76], Ìîæåí [4, ñ. 46],
Ìàðñäåí [20, ñ. 48]). Ôèêñèðóåì òî÷êó X ∈ B è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òî÷-
êó 𝑋 = κ(X). Îòîáðàæåíèå FX åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑇XB â 𝑇𝑋P.
Òðàíñïîíèðîâàííûì ê FX íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå FT

𝑋 : 𝑇𝑋P → 𝑇XB,
òàêîå, ÷òî

∀𝑢 ∈ 𝑇XB ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑋P : g𝑋(FX𝑢, 𝑣) = GX(𝑢, F
T
𝑋 𝑣). (2.2.15)

16По терминологии Нолла [51], поле K — единообразная отсчетная (uniform
reference).
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Замечание 26 . Отображения FX и FT
𝑋 , где X ∈ B и 𝑋 = κ(X) представляются

в виде билинейных форм

FX = (FX)
𝑖 ·
·𝛼𝜕𝑋𝑖 |𝑋 ⊗ 𝑑X𝛼|X, FT

𝑋 = (FT
𝑋 )

𝛼·
· 𝑖𝜕X𝛼|X ⊗ 𝑑𝑋 𝑖|𝑋 ,

где (FX)
𝑖 ·
·𝛼 = FX(𝑑𝑋

𝑖|𝑋 , 𝜕X𝛼 |X), (FT
𝑋 )

𝛼·
· 𝑖 = FT

𝑋 (𝑑X
𝛼|X, 𝜕𝑋𝑖 |𝑋).

Получим соотношение для компонент (FT
𝑋 )

𝛼·
· 𝑖. Используя равенство (2.2.15), в

котором 𝑢 = 𝜕X𝛼|X, 𝑣 = 𝜕𝑋𝑖 |𝑋 , получаем

(GX)𝛼𝛽(F
T
𝑋 )

𝛽·
· 𝑖 = (g𝑋)𝑘𝑖(FX)

𝑘 ·
·𝛼,

откуда (FT
𝑋 )

𝛼·
· 𝑖 = (GX)

𝛼𝛽(g𝑋)𝑖𝑗(FX)
𝑗 ·
·𝛽, где (g𝑋)𝑖𝑗 = (𝑔𝑖𝑗 ∘ κ)(X). ♠

Òåïåðü, ïî ïîñòðîåíûì ïîòî÷å÷íûì îòîáðàæåíèÿì îïðåäåëèìFT êàê
îòîáðàæåíèå îäíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ â äðóãîå. Äëÿ ýòîãî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Vκ :=

⋃︀
𝑋∈κ(B)

𝑇𝑋P òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíèÿ ðàñ-

ñëîåíèÿ [120, ñ. 255] 𝑇P íà κ(B) ñ ïðîåêöèåé s : Vκ → κ(B), ÿâëÿþ-
ùåéñÿ îãðàíè÷åíèåì èñõîäíîé ïðîåêöèè 𝑇P → P.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå FT : Vκ → 𝑇B ðàâåíñòâîì

∀𝑢 ∈ Vκ : FT(𝑢) := FT
s(𝑢)(𝑢).

56∘. Íàðÿäó ñ òðàíñïîíèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì FT, â îïðåäåëåíèè
êîòîðîãî ÿâíî èñïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñîïðÿ-
æåííîå îòîáðàæåíèåF*, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíîâà ôèê-
ñèðóåì òî÷êó X ∈ B è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òî÷êó𝑋 = κ(X). Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå [20] F*

𝑋 : 𝑇 *
𝑋P → 𝑇 *

XB ïðàâèëîì

∀𝜈 ∈ 𝑇 *
𝑋P ∀𝑢 ∈ 𝑇XB : (F*

𝑋𝜈)𝑢 = 𝜈(FX𝑢).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V*
κ :=

⋃︀
𝑋∈κ(B)

𝑇 *
𝑋P òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè-

÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ 𝑇 *P íà κ(B) ñ ïðîåêöèåé q : V*
κ → κ(B), ÿâëÿþùåéñÿ

îãðàíè÷åíèåì èñõîäíîé ïðîåêöèè 𝑇 *P → P.
Àíàëîãè÷íîFT îïðåäåëèì îòîáðàæåíèåF* : V*

κ → 𝑇 *B ðàâåíñòâîì

∀𝜈 ∈ V*
κ : F*(𝜈) := F*

q(𝜈)(𝜈).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå 𝑤 = 𝑣♭𝑝. Ïî îïðåäåëåíèþ F* èìååì ⟨F*𝑤, 𝑢⟩ =
𝑤(F𝑢). Ïîýòîìó, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

⟨𝑤, F𝑢⟩ = ⟨F*𝑤, 𝑢⟩. (2.2.16)
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Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèå (2.2.16) îïðåäåëÿåò ýíåð-
ãåòè÷åñêóþ ñîïðÿæåííîñòü: óäåëüíàÿ ìîùíîñòü, ðàçâèâàåìàÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïëîòíîñòüþ ñèë 𝑤 íà ôèçè÷åñêîì ïîëå ñêîðîñòè F𝑢 ðàâíà
óäåëüíîé ìîùíîñòè, ðàçâèâàåìîé ìàòåðèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñèë F*𝑤 íà
ìàòåðèàëüíîé ñêîðîñòè 𝑢.

57∘. Îòîáðàæåíèÿ FT è F* âçàèìîñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ìåòðèêè.
Ïóñòü ìåòðèêàì G, g ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèè áåìîëü (·)♭𝑏 è (·)♭𝑝 (ñì.
ðàáîòó [1], Ãëàâà 3, ï. 79∘). Òîãäà

⟨𝑣♭𝑝, F𝑢⟩ = g(F𝑢, 𝑣), ⟨(FT𝑣)♭𝑏, 𝑢⟩ = G(𝑢, FT𝑣).

Ïîýòîìó, ñîîòíîøåíèå (2.2.15) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ðàâåíñòâî êàíî-
íè÷åñêèõ ñïàðèâàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð âåêòîð-êîâåêòîð:

⟨𝑣♭𝑝, F𝑢⟩ = ⟨(FT𝑣)♭𝑏, 𝑢⟩.

58∘. Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè ñîäåðæèò â ñåáå èíôîðìàöèþ î, ñîáñòâåí-
íî, äåôîðìàöèè ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí, è ñóáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ î
ïîâîðîòàõ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ èñêëþ÷èòü, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàòåðèàëüíîé èíäèôôåðåíòíîñòè [107]. Òåîðå-
òè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü òàêîãî äåéñòâèÿ äàåò òåîðåìà Êîøè î ïîëÿðíîì
ðàçëîæåíèè [20]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé, äëÿ êàæäîãî X ∈ B, ñóùåñòâóþò
îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû RX : 𝑇XB → 𝑇κ(X)P, òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû
ðàçëîæåíèÿ

F = R ∘U, FX = RX ∘UX, F = V ∘R, FX = Vκ(X) ∘RX,

ãäå ñèììåòðè÷íûå17 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå òåíçîðû UX : 𝑇XB →
𝑇XB è V𝑋 : 𝑇𝑋P → 𝑇𝑋P åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû
èñêàæåíèé.

Замечание 27 . Отображение RX : 𝑇XB → 𝑇κ(X)P определяется следующими
двумя условиями:

RT
X ∘RX =тождественный оператор на 𝑇XB,

RX ∘RT
X =тождественный оператор на 𝑇κ(X)P.

♠
59∘. Äëÿ ïðîñòûõ ìàòåðèàëîâ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè

ýëåìåíòîâ ïàðû (F,FT) � ïðàâûé C è ëåâûéB òåíçîðû Êîøè�Ãðèíà:

17Т.е. UX = UT
X и VX = VT

X .
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C = FT∘F,B = F∘FT. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñàòåëüíûõ ñëîÿõ èìåþò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ:

CX : 𝑇XB → 𝑇XB, CX = FT
𝑋 ∘FX;

B𝑋 : 𝑇𝑋P → 𝑇𝑋P, B𝑋 = F𝑋 ∘FT
𝑋 , 𝑋 = κ(X).

Замечание 28 . Пусть X ∈ B, 𝑋 = κ(X). Для любого вектора 𝑢 ∈ 𝑇XB, спра-
ведливо равенство

CX(𝑢) = FT
𝑋 (FX𝑢) = (FT

𝑋 )
𝛼·
· 𝑖(FX)

𝑖 ·
·𝛽𝜕X𝛼 |X ⊗ 𝑑X𝛽|Xx𝑢,

откуда CX = (GX)
𝛼𝛾(g𝑋)𝑖𝑗(FX)

𝑖 ·
·𝛾(FX)

𝑗 ·
·𝛽𝜕X𝛼 |X⊗𝑑X𝛽|X. Окончательно, опуская значения

аргументов, приходим к равенству

C = 𝐺𝛼𝛾𝑔𝑖𝑗
𝜕κ𝑖

𝜕X𝛾

𝜕κ𝑗

𝜕X𝛽
𝜕X𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽. (2.2.17)

Аналогично, для любого вектора 𝑢 ∈ 𝑇𝑋P, справедливо равенство

B𝑋(𝑢) = FX(F
T
𝑋𝑢) = (FX)

𝑖 ·
·𝛼(F

T
𝑋 )

𝛼 ·
· 𝑗𝜕𝑋𝑖 |𝑋 ⊗ 𝑑𝑋𝑗|𝑋x𝑢,

откуда, используя аналогичные рассуждения, можно прийти к следующему выраже-
нию:

B = 𝐺𝛼𝛽𝑔𝑙𝑗
𝜕κ𝑙

𝜕X𝛽

𝜕κ𝑘

𝜕X𝛼
𝜕𝑋𝑘 ⊗ 𝑑𝑋𝑗. (2.2.18)

♠
Ëåâûé è ïðàâûé òåíçîðû èñêàæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîðû Êî-

øè�Ãðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

UX = (FT
κ(X)FX)

1/2 = (CX)
1/2, Vκ(X) = (FXF

T
κ(X))

1/2 = (Bκ(X))
1/2.

60∘. Ïîëîæèì C♭𝑏 := C1♭𝑏. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè (·)♭, ýòî òåíçîð

C♭𝑏 = 𝑔𝑖𝑗
𝜕κ𝑖

𝜕X𝛼

𝜕κ𝑗

𝜕X𝛽
𝑑X𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû è âûðàæåíèÿ (3.3.1) (ñì. Ãëàâó 3, ï. 86∘ ðàáî-
òû [1]), â êîòîðîì íàäî çàìåíèòü 𝑦 íà κ, âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå [20]

C♭𝑏 = κ*g.

Ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó, çàïèñàííóþ â òåðìèíàõ
¾pushforward¿ ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îòîáðà-
æåíèå ̂︀κ : B → κ(B), îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì: ̂︀κ : X ↦→ κ(X). Êàñàòåëü-
íîå îòîáðàæåíèå ̂︀F = 𝑇 ̂︀κ : 𝑇B → 𝑇κ(B) ñëóæèò ¾âíóòðåííåé¿ ìåðîé
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äåôîðìàöèè è ñâÿçàíî ñ ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè F = 𝑇κ ðàâåíñòâîì
F = Inκ(B) ∘ ̂︀F. Èñïîëüçîâàíèåì ñå÷åíèÿ 𝑖*κ(B)g â êà÷åñòâå ìåòðèêè íà
κ(B) è ñîîòíîøåíèÿ (2.2.15), â êîòîðîì âìåñòî g ïîäñòàâëÿåòñÿ 𝑖*κ(B)g,

îïðåäåëÿåòñÿ ̂︀FT : 𝑇κ(B) → 𝑇B. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü
¾âíóòðåííèé¿ ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà ̂︀B = ̂︀F ∘ ̂︀FT. Ïðè ýòîì èìååò
ìåñòî ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (2.2.18).

Ïîëîæèì ̂︀B♯𝑝 := ̂︀B2♯𝑝. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè (·)♯,

̂︀B♯𝑝 = 𝐺𝛼𝛽 𝜕̂︀κ𝑘

𝜕X𝛼

𝜕̂︀κ𝑙

𝜕X𝛽
𝜕𝑋𝑘 ⊗ 𝜕𝑋 𝑙.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû è âûðàæåíèÿ (3.3.2) èç [1], Ãëàâà 3, ï. 86∘, â
êîòîðîì íàäî çàìåíèòü 𝑦 íà ̂︀κ è g íà G, âûòåêàåò ðàâåíñòâî [20]

̂︀B♯𝑝 = ̂︀κ*(G
♯𝑏),

â êîòîðîì G♯𝑏 := G1♯𝑏2♯𝑏.
Таким образом, правый тензор Коши –Грина определяет «pullback»–

отображение пространственной метрики, а левый — «pushforward»–
отображение материальной метрики.

3. Структурно неоднородные тела

61∘. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûå òåëà ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ñåìåéñòâîì G ãëàäêèõ òåë [15, 126], ò.å. G = {B𝛼}𝛼∈I, ãäå I �
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæ-
íî ïîëàãàòü, ÷òî I ⊂ R. Êàæäûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà G, ò.å. ìíîæåñòâî
B𝛼, õàðàêòåðèçóåò ìãíîâåííûé ìàòåðèàëüíûé ñîñòàâ òåëà. Ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïðîöåññîâ ðîñòà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà I îïðåäåëÿåò èõ õàðàêòåð:
ïðè Card I = 𝑁 < ∞ ðîñò äèñêðåòåí, à ïðè Card I = ℵ1 ðîñò íåïðå-
ðûâåí (áîëåå äåòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðèâåäåíà â [15]). Äèñêðåòíûé
ðîñò ïðèâîäèò ê дискретной структурной неоднородности, à íåïðåðûâ-
íûé ðîñò � ê непрерывной структурной неоднородности. Äàëåå áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî G óïîðÿäî÷åíî ïî âëîæåíèþ, ò.å.

∀𝛼, 𝛽 ∈ I : (𝛼 < 𝛽) ⇒ (B𝛼 $ B𝛽).

Ýòîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò ¾÷èñòûé ðîñò¿ [126].



98 Ãë.2 Ìåðû äåôîðìàöèé

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûì 𝛼, 𝛽 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ìíîãî-
îáðàçèÿ B𝛼, B𝛽, òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû êîòîðûõ íåçàâèñèìû [117].
Îäíàêî â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè 𝛼 < 𝛽, B𝛼 � часть
B𝛽 è, ñëåäîâàòåëüíî, B𝛼 äîëæíî îáëàäàòü òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàí-
íîé èç B𝛽. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü òåëà èç G êàê 𝐶𝑟�
ïîäìíîãîîáðàçèÿ18 íåêîòîðîãî îáúåìëþùåãî ãëàäêîãî 𝑛�ìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M, íàçûâàåìîãî äàëåå материальным многообразием. Ñ òîïî-
ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýëåìåíòû ñåìåéñòâà G áóäóò íåïóñòûìè îò-
êðûòûìè ìíîæåñòâàìè19 â M.

62∘. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ òåëàõ ñ
äèñêðåòíîé íåîäíîðîäíîñòüþ, òàê êàê îíè, âî-ïåðâûõ, ïðåäñòàâëÿþò øè-
ðîêèé êëàññ ïðîäóêòîâ àääèòèâíûõ òåõíîëîãèé, à âî-âòîðûõ, ÿâëÿþòñÿ
¾îïîðîé ìûñëè¿ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ íåïðåðûâíîãî ðîñòà. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâûõ
𝑁 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. I = {1, . . . , 𝑁}, ãäå 𝑁 > 1.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýëåìåíòû ñåìåé-
ñòâà G êàê ñîåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ òåë�ñëîåâ. Ðåçóëüòàòû òàêèõ
ñîåäèíåíèé áóäåì íàçûâàòü ñáîðêàìè (àëëþçèÿ ê òåõíîëîãè÷åñêîìó ïðî-
öåññó). Òàê, ê òåëó B1 ïðèñîåäèíÿåòñÿ òåëî�ñëîé, ÷òî â ðåçóëüòàòå äàåò
òåëî B2 (ïåðâàÿ ñáîðêà); ê òåëó B2 ïðèñîåäèíÿåòñÿ òåëî�ñëîé è òåì ñà-
ìûì ïîëó÷àåòñÿ òåëî B3 (âòîðàÿ ñáîðêà), è ò.ä.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçäåëåíèå òåëà íà ñëîè è åãî ñáîðêà èç ñëîåâ
êàæóòñÿ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî, èõ ðåàëèçàöèÿ èìååò òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè. Â
÷àñòíîñòè, òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííàÿ ðàçíîñòü òåëà è åãî ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòè äàåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå
ÿâëÿåòñÿ òåëîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ äâóõ òåë,
èìåþùèõ îáùóþ ãðàíèöó, ïîñëåäíÿÿ íå îêàæåòñÿ â ñîñòàâå òåëà, à çàìû-
êàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà òåëîì óæå íå áóäåò. Ðåøåíèå ýòèõ è ïîäîáíûõ
ïðîáëåì ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÌíîæåñòâîB𝑠 îòêðûòî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåB𝑠+1, òîïîëî-

18Термин ”𝐶𝑟–подмногообразие” означает, что тело B ⊂ M, является 𝐶𝑟–
многообразием, с топологией подпространства, индуцированной из M. При этом,
𝐶𝑟–структуры на B и M связаны между собой следующим требованием [120]: ка-
ноническая инъекция 𝑗B : B → M, действующая по правилу: 𝑗B(X) = X, является
𝐶𝑟–вложением.

19Так как для любого тела B ⊂ M его коразмерность dim M−dim B равна нулю,
то мы находимся в условиях Предложения 5.1 в [120].
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ãèÿ êîòîðîãî èíäóöèðîâàíà èç M. Ïîýòîìó ðàçíîñòü B𝑠+1 ∖B𝑠 çàìêíóòà
â òîïîëîãèè B𝑠+1, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî B𝑠+1 ∖B𝑠 = B𝑠+1 ∖B𝑠, è ñëåäó-
þùåå ïðåäñòàâëåíèå [122]:

B𝑠+1 ∖B𝑠 = IntB𝑠+1
(B𝑠+1 ∖B𝑠) ∪ 𝜕B𝑠+1

(B𝑠+1 ∖B𝑠),

ãäå òîïîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè âçÿòèÿ çàìûêàíèÿ, âíóòðåííîñòè (IntB𝑠+1
)

è ãðàíèöû (𝜕B𝑠+1
) áåðóòñÿ â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè B𝑠+1. Ïðè ýòîì,

êàæäîå èç ìíîæåñòâ IntB𝑠+1
(B𝑠+1 ∖B𝑠) îòêðûòî è â M. Ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ âíóòðåííîñòè êàê îáúåäèíåíèÿ âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â äàííîì ìíîæåñòâå, èìååì IntB𝑠+1

(B𝑠+1 ∖ B𝑠) =
Int(B𝑠+1 ∖ B𝑠), ãäå Int � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ âíóòðåííîñòè â òîïîëîãèè
M. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I𝑠+1 = Int(B𝑠+1 ∖ B𝑠), äëÿ
𝑠 = 1, . . . , 𝑁 − 1. Ïîëîæèì I1 := B1. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ I𝑠 ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì â M è â äàëüíåéøåì íàçûâàåòñÿ òåëîì�ñëîåì.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñîåäèíåíèÿ ∨ òåë�ñëîåâ ñëåäóþùèì îáðàçîì20:

B𝑠+1 = B𝑠 ∨ I𝑠+1 := B𝑠 ∪ Int(B𝑠+1 ∖B𝑠) ∪ 𝜕B𝑠+1
(B𝑠+1 ∖B𝑠).

Замечание 29 . Рассматриваемая операция является аналогом операции соеди-

нения, определенной в [54]. При этом ∨ не совпадает с теоретико-множественной

операцией объединения и имеет физический смысл, выражающийся в формализа-

ции понятия склейки сборки с новым телом–слоем. Именно, действие этой операции

на два тела B𝑠 и I𝑠+1 дает тело B𝑠+1, состоящее из исходной сборки, тела–слоя

I𝑠+1 и множества 𝜕B𝑠+1(B𝑠+1 ∖ B𝑠). Последнему множеству можно придать смысл

тонкого слоя между исходными телами. За счет этого слоя склеиваемые тела могут

взаимодействовать. При этом отметим, что именно благодаря использованию топо-

логии B𝑠+1, удается корректно выделить границу между сборкой и присоединяемым

телом–слоем. ♠
20Возникает соблазн вместо предложенного варианта операции ∨ использовать сле-

дующее определение, в котором будем использовать ̃︀∨:
B𝑠̃︀∨Int [B𝑠+1 ∖B𝑠] := Int (B𝑠 ∪ Int [B𝑠+1 ∖B𝑠]),

где операции взятия замыкания и внутренности (Int) берутся в топологии M. В про-
стых случаях эта операция может подойти, однако в общем случае такое определение
может привести к ошибочному результату. Например, пусть M — евклидова плос-
кость, B𝑠+1 — открытый диск единичного радиуса с выколотым центром в нуле,
а B𝑠 — открытый диск радиуса 1/2 с выколотым центром в нуле. В этом случае,
B𝑠+1 ̸= B𝑠̃︀∨Int [B𝑠+1 ∖B𝑠], в то время как B𝑠+1 = B𝑠 ∨ Int [B𝑠+1 ∖B𝑠].
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Ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ñáîðîê èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

0�ñáîðêà 1�ñáîðêà 2�ñáîðêà . . .

I1 I1 ∨ I2 (I1 ∨ I2) ∨ I3 . . .

𝐶0 = κ1(B1) 𝐶1 = κ2(B2) 𝐶2 = κ3(B3) . . .

κ1 κ2 κ3

Çäåñü κ𝑠 : B𝑠 → E𝑚, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁 , � àêòóàëüíûå êîíôèãóðàöèè
ñáîðîê, 𝐶𝑠 = κ𝑠+1(B𝑠+1) � àêòóàëüíûå ôîðìû ñáîðîê.

63∘. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîãî òåëà � ðàñòó-
ùèé öèëèíäð. Ïóñòü ïðîöåññ ðîñòà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è ñîñòîèò â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì íàíåñåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ, êîòîðûå èñïûòûâàþò
óñàäêó ñðàçó ïîñëå èõ ïðèñîåäèíåíèÿ. Ôîðìàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðîöåññà îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ:

(DG0) Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � òðåõìåðíîå àôôèííîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî E.

(DG1) Òåëà�ñëîè I𝑘 èìåþò íàòóðàëüíóþ (ò.å. ñâîáîäíóþ îò íàïðÿ-
æåíèé) îòñ÷åòíóþ êîíôèãóðàöèþ â ïðîñòðàíñòâå E𝑚. Ñîîòâåòñòâóþùèå
îòñ÷åòíûå êîíôèãóðàöèè îáîçíà÷èì êàê

κ𝑘
𝑅 : I𝑘 →E, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

(DG2) Êàæäàÿ èç ôîðì κ𝑘
𝑅(I𝑘), ñîîòâåòñòâóþùèõ îòñ÷åòíûì êîíôè-

ãóðàöèÿì, ïðåäñòàâëåíà ïîëûì êðóãîâûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé âûñîòû
ℎ (îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ òàêèõ ôîðì), âíóòðåííèì ðàäèóñîì 𝑅𝑘

𝑖 è
âíåøíèì ðàäèóñîì 𝑅𝑘

𝑒 .
(DG3) Â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè êàæäîå èç òåë B𝑠, 𝑠 = 2, . . . , 𝑁 ,

ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì è ñêëåéêîé òåë-ñëîåâ I𝑘 êB1

òàê, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ñîåäèíåíèÿ îáðàçóåòñÿ ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð;
öèëèíäðû, ïðåäñòàâëÿþùèå àêòóàëüíûå ôîðìû òåë�ñëîåâ, êîàêñèàëüíû.
Äàëåå 𝑟𝑘𝑖, 𝑠−1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ 𝑘�ãî ñëîÿ â àêòóàëüíîé ôîðìå, à 𝑟𝑘𝑒, 𝑠−1

� âíåøíèé ðàäèóñ 𝑘�ãî ñëîÿ â àêòóàëüíîé ôîðìå; èíäåêñ 𝑠 − 1 ïîñëå
çàïÿòîé óêàçûâàåò íà íîìåð ñáîðêè.



3. Ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûå òåëà 101

(DG4) Ñáîðêè ïðîèçâîäÿòñÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî
âûñîòà öèëèíäðîâ íå ìåíÿåòñÿ è ïî ïðåæíåìó ðàâíà ℎ, à ñìåùåíèÿ ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îáùåé îñè öèëèíäðîâ è íàïðàâëåíû ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ê íåé21. Â òåðìèíîëîãèè [127] òàêîé ïðîöåññ êëàññèôèöèðóåòñÿ
êàê дискретное наращивание.

(DG5) Çàðàíåå ðàçìåðû òåë�ñëîåâ â îòñ÷åòíîé ôîðìå íå èçâåñòíû è
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ: âíóòðåííèé
ðàäèóñ îòñ÷åòíîé ôîðìû òåëà�ñëîÿ I𝑠+1 ðàâåí 𝑅𝑠+1

𝑖 = 𝑆𝑠+1 𝑟𝑠𝑒, 𝑠−1, ãäå
0 < 𝑆𝑠+1 < 1 � êîýôôèöèåíòû óñàäêè, à 𝑟𝑠𝑒, 𝑠−1 � âíåøíèé àêòóàëüíûé
ðàäèóñ òåëà�ñëîÿ I𝑠. Êðîìå òîãî, çàäàíû ðàäèóñ 𝑅1

𝑖 = 𝜌 è òîëùèíû òåë�
ñëîåâ â îòñ÷åòíîé ôîðìå, ò.å. ðàçíîñòè Δ𝑘 = 𝑅𝑘

𝑒 −𝑅𝑘
𝑖 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 .

64∘. Ñîãëàñíî (DG0) ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì
åâêëèäîâûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîìE ñ àññîöèèðîâàííûì âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîìV. Ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔 ïðåäñòàâëåíà åâêëèäîâûì ìåòðè-
÷åñêèì òåíçîðîì; 𝑢·𝑣 = 𝑔(𝑢, 𝑣) äëÿ 𝑢, 𝑣 ∈ V. ÂE ôèêñèðîâàí äåêàðòîâ
ðåïåð (𝑂, (𝑖𝑘)

3
𝑘=1), ãäå 𝑖𝑘 · 𝑖𝑙 = 𝛿𝑘𝑙, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3. Îòíîñèòåëüíî áàçèñà

(𝑖𝑘)
3
𝑘=1 ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëåí ðàçëîæåíèåì 𝑔 = 𝛿𝑖𝑗𝑖𝑖 ⊗ 𝑗𝑗.
Ñáîðêà B𝑠, 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑁}, ïðåäñòàâëåíà àêòóàëüíîé ôîðìîé 𝐶𝑠−1 =

κ𝑠(B𝑠) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå X ∈ B𝑠

ñîîòâåòñòâóåò ìåñòî â E; ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ìåñò � ôîðìà 𝐶𝑠−1. Ïî-
ñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, òî êàæ-
äîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå èç B𝑠 ìîæíî ñîïîñòàâèòü òðîéêó äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò ïî ïðàâèëó:

B𝑠 ∋ X ↦→ ̃︀D ∘ ̂︀κ𝑠(X) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3.

Çäåñü D � äåêàðòîâî êàðòðèðîâàíèå, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2.2.2),
ãîìåîìîðôèçì ̃︀D : 𝐶𝑠−1 → D(𝐶𝑠−1) îïðåäåëåí â Çàìå÷àíèè 21, à ̂︀κ𝑠 :

X ↦→ κ𝑠(X). Òàêèì îáðàçîì, òåëî B𝑠 ñíàáæàåòñÿ êàðòîé (B𝑠, ̂︀κ−1
𝑠 ∘ ̃︀D−1),

êîòîðàÿ ïîêðûâàåò åãî öåëèêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåõìåðíîå òåëî B𝑠 îá-
ëàäàåò òðèâèàëüíûì àòëàñîì 𝐴 = {(B𝑠, ̂︀κ−1

𝑠 ∘ ̃︀D−1)} (â ýòîé ñâÿçè, ñì.
òàêæå [51, 52]). Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, ÷òî ïðèâîäÿòñÿ â
Çàìå÷àíèè 21, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî àòëàñ 𝐴 ïðèíàäëåæèò 𝐶𝑟�ñòðóêòóðå
B𝑠.

Èñïîëüçîâàíèå îäíîé ëèøü êàðòû (B𝑠, ̂︀κ−1
𝑠 ∘ ̃︀D−1) ïðèâîäèò ê ãðî-

ìîçäêèì ôîðìóëàì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì, èñïîëü-
21Такое предположение позволяет использовать полуобратный метод, когда дефор-

мация определена заранее, с точностью до набора параметров.
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çóÿ ñèììåòðèþ ôîðìû, äîáàâèòü â àòëàñ 𝐴 åùå îäíó êàðòó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (𝑟, 𝜃, 𝜉). Ýòè êîîðäèíàòû ñâÿçàíû
ñ äåêàðòîâûìè ôîðìóëîé ïåðåñ÷åòà:

ℎ : (𝑟, 𝜃, 𝜉) ↦→ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑥2 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑥3 = 𝜉.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ̂︀κ𝑠. Â ïàðå êàðò

(B𝑠, ̂︀κ−1
𝑠 ∘ ̃︀D−1) è (E, D−1)

îíî èìååò âèä:̃︀̂︀κ𝑠 = D ∘ ̂︀κ𝑠 ∘ (̂︀κ−1
𝑠 ∘ ̃︀D−1) = D ∘ ̃︀D−1 = 𝑗D(𝐶𝑠−1) : D(𝐶𝑠−1) → R𝑛,

ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî îáëàñòè ïðèáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðà-
æåíèåì. Îäíàêî åñëè ðàññìîòðåòü íàB𝑠 êàðòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ öèëèí-
äðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, òî ̃︀̂︀κ𝑠 ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì âûðàæå-
íèåì. Òàêèì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, íå ñëåäóåò òîæäåñòâåííîñòü ̂︀κ𝑠. Âìåñòå
ñ òåì, åñëè òåëî B𝑠 îòîæäåñòâèòü ñ 𝐶𝑠−1, êàê ïîñòóïàþò â åâêëèäîâîé
ìåõàíèêå, òî ̂︀κ𝑠 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Îòîáðàæåíèå ̂︀κ𝑠 ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè êîîðäèíàòû (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) è (𝑟, 𝜃, 𝜉)
ñ òåëà B𝑠 íà åãî ôîðìó 𝐶𝑠−1. Ïðè ýòîì, êîîðäèíàòàì (𝑟, 𝜃, 𝜉) ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëå íàòóðàëüíûõ ðåïåðîâ (𝜕𝑟, 𝜕𝜃, 𝜕𝜉) íà 𝐶𝑠−1. ×åðåç (𝑑𝑟, 𝑑𝜃, 𝑑𝜉)
îáîçíà÷èì ïîëå êîðåïåðîâ, äóàëüíîå ê (𝜕𝑟, 𝜕𝜃, 𝜕𝜉). Ñîãëàñíî ï. 51∘, ¾àá-
ñòðàêòíîìó¿ ðåïåðó (𝜕𝑟, 𝜕𝜃, 𝜕𝜉) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ¾êëàññè÷åñêèé¿ ëî-
êàëüíûé ðåïåð (𝑒𝑟, 𝑒𝜃, 𝑒𝜉) íà 𝐶𝑠−1 ïî ôîðìóëå

𝑒𝑐 = In𝐶𝑠−1
x 𝜕𝑐 =

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑐
𝑖𝑘, 𝑐 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜉}.

Ïîñòðîåííîå ïîëå ðåïåðîâ (𝑒𝑟, 𝑒𝜃, 𝑒𝜉) èç 𝐶𝑠−1 â V ïðåäñòàâëÿåò ïîëå
ëîêàëüíûõ ðåïåðîâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Âåêòîðû äóàëüíîãî ê (𝑒𝑟, 𝑒𝜃, 𝑒𝜉) ïîëÿ ðåïåðîâ (𝑒𝑟, 𝑒𝜃, 𝑒𝜉) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè: 𝑒𝑝 · 𝑒𝑐 = 𝛿𝑝𝑐 , ãäå 𝑝, 𝑐 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜉}. Âìåñòå ñ òåì,
èõ ìîæíî ïîëó÷èòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð âëîæå-
íèÿ In𝐶𝑠−1

è ìóçûêàëüíûé èçîìîðôèçì (·)♯, çàäàâàåìûé ïî îòíîøåíèþ ê
ìåòðèêå 𝑖*𝐶𝑛−1

𝑔. Òî åñòü,

𝑒𝑐 = In𝐶𝑠−1
x (𝑑𝑐)♯ = 𝑔𝑐𝑘𝑒𝑘, 𝑐 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜉},
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ãäå (𝑔𝑖𝑗) � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå (𝑔𝑖𝑗), â êîòîðîé 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗).
65∘. Ïóñòü 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑁}. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì ï. 63∘, äåôîð-

ìàöèÿ 𝑑𝑘 êàæäîãî ñëîÿ I𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑠, èç îòñ÷åòíîé ôîðìû κ𝑘
𝑅(I𝑘)

â àêòóàëüíóþ, κ𝑠(I𝑘), ñâîäèòñÿ ê åãî ¾ðàçäóâàíèþ¿ è òåì ñàìûì îïðå-
äåëÿåò öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘) íà ìíîæåñòâå κ𝑘

𝑅(I𝑘).
Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äåôîðìàöèè 𝑑𝑘, ïðè ýòîì, èìååò âèä:

̃︀𝑑𝑘 : (𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘) ↦→ (𝑟, 𝜃, 𝜉) =

(︂√︁
(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1, Θ

𝑘, Ξ𝑘
)︂
,

ãäå 𝑎𝑘𝑠−1 � ïàðàìåòð äåôîðìàöèè òåëà-ñëîÿ ñ íîìåðîì 𝑘 â ñáîðêå ñ íî-
ìåðîì 𝑠 − 1. Ýêâèâàëåíòíî, äåôîðìàöèÿ 𝑑𝑘 îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå
κ𝑘
𝑅(I𝑘) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (𝑋1

𝑘 , 𝑋
2
𝑘 , 𝑋

3
𝑘) ôîðìóëàìè

𝑋1
𝑘 =

√︁
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1 cos 𝜃, 𝑋2

𝑘 =
√︁
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1 sin 𝜃, 𝑋3

𝑘 = 𝜉.

Замечание 30 . Деформации тел–слоев являются классическими неоднородны-
ми деформациями полого цилиндра и могут быть представлены в виде [107,127]:

𝑥(𝑋𝑘) = 𝑒𝑅𝑘
√︁

(𝑒𝑅𝑘 ·𝑋𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1 + 𝑒Ξ𝑘 ⊗ 𝑒Ξ𝑘 ·𝑋𝑘.

♠
Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè F𝑘 = 𝑇𝑑𝑘 â ïàðå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

(𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘) è (𝑟, 𝜃, 𝜉) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì

F𝑘 =
𝑅𝑘√︁

(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

𝜕𝑘𝑟 ⊗ 𝑑𝑅𝑘 + 𝜕𝑘𝜃 ⊗ 𝑑Θ𝑘 + 𝜕𝑘𝜉 ⊗ 𝑑Ξ𝑘. (2.3.1)

Замечание 31 . Поле координатных реперов (𝜕𝑘𝑟 , 𝜕
𝑘
𝜃 , 𝜕

𝑘
𝜉 ) является сечением рас-

слоения 𝑇κ𝑠(I𝑘). Чтобы подчеркнуть отличие от поля реперов (𝜕𝑟, 𝜕𝜃, 𝜕𝜉) — сечения

расслоения 𝑇𝐶𝑠−1, был использован индекс 𝑘. Далее, чтобы не загромождать запись,

в подобных случаях этот индекс будем опускать. ♠
Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ï. 52∘, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

äëÿ åâêëèäîâà ãðàäèåíòà äåôîðìàöèé:

𝐹 𝑘 =
𝑅𝑘√︁

(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝑅
𝑘

+ 𝑒𝜃 ⊗ 𝑒Θ
𝑘

+ 𝑒𝜉 ⊗ 𝑒Ξ
𝑘

. (2.3.2)
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ F𝑘 è 𝐹 𝑘 ñïðàâåäëèâû â
ïðåäåëàõ κ𝑘

𝑅(I𝑘).
Замечание 32 . «Вморозим» (𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘) в форму κ𝑘

𝑅(I𝑘). Посредством дефор-
мации 𝑑𝑘 они переносятся на форму κ𝑠(I𝑘). В совокупности, форма 𝐶𝑠−1 покрывается
𝑠 координатными системами (𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑠. В таком случае, F𝑘 имеет
вид:

F𝑘 = ̃︀𝜕𝑅𝑘 ⊗ 𝑑𝑅𝑘 + ̃︀𝜕Θ𝑘 ⊗ 𝑑Θ𝑘 + ̃︀𝜕Ξ𝑘 ⊗ 𝑑Ξ𝑘,

где через (̃︀𝜕𝑅𝑘 , ̃︀𝜕Θ𝑘 , ̃︀𝜕Ξ𝑘) и (𝑑𝑅𝑘, 𝑑Θ𝑘, 𝑑Ξ𝑘) обозначены, соответственно, координатный
репер на κ𝑘

𝑅(I𝑘) и корепер на κ𝑠(I𝑘). Соответствующий евклидов градиент дефор-
мации 𝐹 𝑘 представлен разложением (см. (2.2.11)):

𝐹 𝑘 = 𝑒𝑅𝑘 ⊗𝐸𝑅𝑘 + 𝑒Θ𝑘 ⊗𝐸Θ𝑘 + 𝑒Ξ𝑘 ⊗𝐸Ξ𝑘 ,

где 𝑒𝑐 = (𝜕𝑥𝑝)/(𝜕𝑐)𝑖𝑝, 𝐸𝑐 = (𝜕𝑋𝑝
𝑘)/(𝜕𝑐)𝑖𝑝, 𝑐 ∈ {𝑅𝑘, Θ𝑘, Ξ𝑘}. Такое представление

используется, например, в [92]. ♠
Îáîçíà÷èì ÷åðåçG𝑘 = 𝑖*κ𝑘

𝑅(I𝑘)
𝑔 ñóæåíèå èñõîäíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè

íà ôîðìó κ𝑘
𝑅(I𝑘). Òîãäà ïîëó÷èì ñåìåéñòâî {G𝑘}𝑠𝑘=1 ðèìàíîâûõ ìåòðèê,

îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì

G𝑘 = 𝑑𝑅𝑘 ⊗ 𝑑𝑅𝑘 + (𝑅𝑘)2 𝑑Θ𝑘 ⊗ 𝑑Θ𝑘 + 𝑑Ξ𝑘 ⊗ 𝑑Ξ𝑘.

Èñïîëüçîâàíèå àêòóàëüíîé ôîðìû, 𝐶𝑠−1, è çàìåíû ïåðåìåííûõ, îïðå-
äåëÿåìîé ̃︀𝑑𝑘, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìåòðèêè G𝑘 êàê ïîëÿ íàä ñâÿçíûì
ìíîæåñòâîì. Ýòè ïîëÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

̃︀G𝑘 = ̃︁𝑑𝑅𝑘
⊗ ̃︁𝑑𝑅𝑘

+ (𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1)
̃︁𝑑Θ𝑘

⊗ ̃︁𝑑Θ𝑘
+ ̃︁𝑑Ξ𝑘 ⊗ ̃︁𝑑Ξ𝑘,

ãäå ̃︁𝑑𝐶𝑘
= 𝑑𝐶𝑘 ∘ 𝑑−1

𝑘 , 𝐶 ∈ {𝑅, Θ, Ξ}.
Ïðàâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà C𝑘 è ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà B𝑘

äëÿ òåëà�ñëîÿ I𝑘 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.2.17) è (2.2.18). Â ÷àñòíî-
ñòè,

C𝑘 =
(𝑅𝑘)2

(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

𝜕𝑅𝑘 ⊗𝑑𝑅𝑘+
(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

(𝑅𝑘)2
𝜕Θ𝑘 ⊗𝑑Θ𝑘+𝜕Ξ𝑘 ⊗𝑑Ξ𝑘. (2.3.3)

Òåíçîðàì C𝑘 è B𝑘 ñîîòâåòñòâóþò åâêëèäîâû òåíçîðû 𝐶𝑘 è 𝐵𝑘:

𝐶𝑘 =
(𝑅𝑘)2

(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

𝑒𝑅𝑘 ⊗𝑒𝑅
𝑘

+
(𝑅𝑘)2 + 𝑎𝑘𝑠−1

(𝑅𝑘)2
𝑒Θ𝑘 ⊗𝑒Θ

𝑘

+𝑒Ξ𝑘 ⊗𝑒Ξ
𝑘

. (2.3.4)
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𝐵𝑘 =
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2
𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝑟 +

𝑟2

𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

𝑒𝜃 ⊗ 𝑒𝜃 + 𝑒𝜉 ⊗ 𝑒𝜉. (2.3.5)

Èíâàðèàíòû 𝐵𝑘 ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿìè:

𝐼1(𝐵𝑘) = 𝐼2(𝐵𝑘) =
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

+ 1, 𝐼3(𝐵𝑘) = 1.

66∘. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëà�ñëîè ñäåëàíû èç ãèïåðóïðóãîãî íåñæè-
ìàåìîãî ìàòåðèàëà. Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ êàæäîãî èç òåë�
ñëîåâ èìååò âèä:

𝑇 = −𝑝𝐼 + 𝐽1𝐵 + 𝐽−1𝐵
−1,

ãäå 𝐼 � åäèíè÷íûé òåíçîð, 𝑝 � ãèäðîñòàòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà, à 𝐽1 =
(1+𝛽)𝜇/2, 𝐽−1 = (𝛽−1)𝜇/2; çäåñü 𝛽 è 𝜇 � ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå. Â
ýòîì ñëó÷àå, âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè â 𝑘�ì òåëå�ñëîå
ïðèìåò âèä [127]:

𝑇 𝑘 =𝑇
𝑟𝑟
𝑘 𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝑟 + 𝑇 𝜃𝜃𝑘 𝑒𝜃 ⊗ 𝑒𝜃 + 𝑇 𝜉𝜉𝑘 𝑒𝜉 ⊗ 𝑒𝜉,

𝑇 𝑟𝑟𝑘 =
𝜇

2

(︂
ln
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2
−
𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2

)︂
+ 𝑝𝑘0, 𝑠−1,

𝑇 𝜃𝜃𝑘 =
𝑇 𝑟𝑟𝑘
𝑟2

+
𝜇

𝑟2

(︂
𝑟2

𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

−
𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2

)︂
,

𝑇 𝜉𝜉𝑘 =𝑇 𝑟𝑟𝑘 + 𝜇 𝑎𝑘𝑠−1

𝑟2 − (1 + 𝛽)𝑎𝑘𝑠−1/2

𝑟2(𝑟2 − 𝑎𝑘𝑠−1)
.

Òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè 𝑇 𝑘 â êàæäîì òåëå�ñëîå îïðåäåëåí ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ 𝑎𝑘𝑠−1 è 𝑝

𝑘
0, 𝑠−1. Ðàñïîðÿæàÿñü ýòèìè ïàðàìåòðàìè,

ìîæíî óäîâëåòâîðèòü íåêîòîðîìó êëàññó êðàåâûõ óñëîâèé. Áóäåì ïî-
ëàãàòü, ÷òî íà âíóòðåííåé, 𝑟 = 𝑟1𝑖, 𝑠−1, è âíåøíåé, 𝑟 = 𝑟𝑠𝑒, 𝑠−1, ãðàíèöàõ
ìíîãîñëîéíîãî òåëà çàäàíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå äàâëåíèÿ 𝑝𝑖, 𝑠−1

è 𝑝𝑒, 𝑠−1:

𝑇 1 · 𝑒𝑟|𝑟=𝑟1𝑖, 𝑠−1
= 𝑝𝑖, 𝑠−1𝑒𝑟, 𝑇 1 · 𝑒𝑟|𝑟=𝑟𝑠𝑒, 𝑠−1

= 𝑝𝑒, 𝑠−1𝑒𝑟, (2.3.6)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëà�ñëîè â ñáîðêå, ò.å. â àêòóàëüíîé ôîðìå, íàõî-
äÿòñÿ â èäåàëüíîì êîíòàêòå:

𝑇 𝑘 · 𝑒𝑟|𝑟=𝑟𝑘𝑒, 𝑠−1
= 𝑇 𝑘+1 · 𝑒𝑟|𝑟=𝑟𝑘+1

𝑖, 𝑠−1
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1,

𝑟𝑘𝑒, 𝑠−1 = 𝑟𝑘+1
𝑖, 𝑠−1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1.

(2.3.7)
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Óñëîâèÿ (2.3.6) è (2.3.7) ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû, åñëè 𝑎𝑘𝑠−1 è 𝑝
𝑘
0, 𝑠−1,

𝑘 = 1, . . . , 𝑠, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

𝜇
2

[︁
ln (𝑅1

𝑖 )
2

(𝑅1
𝑖 )

2+𝑎1𝑠−1
− 𝑎1𝑠−1

(𝑅1
𝑖 )

2+𝑎1𝑠−1

]︁
+ 𝑝10, 𝑠−1 = 𝑝𝑖, 𝑠−1,

𝜇
2

[︁
ln (𝑅𝑠

𝑒)
2

(𝑅𝑠
𝑒)

2+𝑎𝑠𝑠−1
− 𝑎𝑠𝑠−1

(𝑅𝑠
𝑒)

2+𝑎𝑠𝑠−1

]︁
+ 𝑝𝑠0, 𝑠−1 = 𝑝𝑒, 𝑠−1,

𝜇
2

[︁
ln (𝑅𝑘

𝑒 )
2

(𝑅𝑘
𝑒 )

2+𝑎𝑘𝑠−1
− 𝑎𝑘𝑠−1

(𝑅𝑘
𝑒 )

2+𝑎𝑘𝑠−1

]︁
+ 𝑝𝑘0, 𝑠−1 =

= 𝜇
2

[︁
ln

(𝑅𝑘+1
𝑖 )2

(𝑅𝑘+1
𝑖 )2+𝑎𝑘+1

𝑠−1

− 𝑎𝑘+1
𝑠−1

(𝑅𝑘+1
𝑖 )2+𝑎𝑘+1

𝑠−1

]︁
+ 𝑝𝑘+1

0, 𝑠−1,

(𝑅𝑘
𝑒)

2 + 𝑎𝑘𝑠−1 = (𝑅𝑘+1
𝑖 )2 + 𝑎𝑘+1

𝑠−1 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1.

(2.3.8)

Èç ñèñòåìû (2.3.8) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíûå
𝑝𝑘0, 𝑠−1 è ïðèéòè ê ñèñòåìå 𝑠 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ 𝑎𝑘𝑠−1,
èìåþùåé âèä [127]:

𝑠∏︁
𝑘=1

𝛾𝑘
𝛼𝑘 + 𝜈𝑘𝑥𝑠
𝛽𝑘 + 𝜈𝑘𝑥𝑠

= 𝑊𝑠 exp

[︃
𝑠∑︁

𝑘=1

(1− 𝛾𝑘)
𝛼𝑘 + 𝜈𝑘𝑥𝑠 − 1

(𝛼𝑘 + 𝜈𝑘𝑥𝑠)(𝛽𝑘 + 𝜈𝑘𝑥𝑠)

]︃
,

𝑎𝑘𝑠−1 = 𝑎1𝑠−1 + 𝐴𝑘, 𝑘 = 2, . . . , 𝑠,
(2.3.9)

ãäå 𝐴1 = 0, 𝐴𝑘 =
∑︀𝑘

𝑝=2((𝑅
𝑝−1
𝑒 )2−(𝑅𝑝

𝑖 )
2), ïðè 𝑘 = 2, . . . , 𝑠, 𝛾𝑘 = (𝑅𝑘

𝑖 /𝑅
𝑘
𝑒)

2,
𝛼𝑘 = 1 + 𝐴𝑘/(𝑅

𝑘
𝑒)

2, 𝛽𝑘 = 𝛾𝑘 + 𝐴𝑘/(𝑅
𝑘
𝑒)

2, 𝜈𝑘 = (𝑅1
𝑒/𝑅

𝑘
𝑒)

2, 𝑥𝑠 = 𝑎1𝑠−1/(𝑅
1
𝑒)

2,

𝑊𝑠 = exp

[︂
2
𝑝𝑖, 𝑠−1 − 𝑝𝑒, 𝑠−1

𝜇

]︂
.

Èç ñèñòåìû (2.3.9) ïðè çàäàííûõ îòñ÷åòíûõ ðàäèóñàõ, âíåøíèõ è
âíóòðåííèõ äàâëåíèÿõ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû 𝑎𝑘𝑠−1. Ïîñëå
ýòîãî èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñèñòåìû (2.3.8) îïðåäåëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå
ïàðàìåòðû 𝑝𝑘0, 𝑠−1. Îòíîñèòåëüíî íèõ ýòà ïîäñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

Â ñîâîêóïíîñòè ñ ñèñòåìîé (2.3.9), óñëîâèÿ ï. (DG5) ïîçâîëÿþò íàéòè
ïàðàìåòðû 𝑎𝑘𝑠−1, à ïî íèì � 𝑝𝑘0, 𝑠−1. Âûðàæåíèÿ äëÿ 𝛼𝑠, 𝛽𝑠, 𝛾𝑠, 𝜈𝑠 ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

𝛼𝑠+1 = 1 +
𝛼𝑠 − (𝑆𝑠+1)2(𝛼𝑠 + 𝜈𝑠𝑥𝑠)

𝜁𝑠
, 𝛾𝑠+1 =

(𝑆𝑠+1)2(𝛼𝑠 + 𝜈𝑠𝑥𝑠)

𝜁𝑠
,

𝛽𝑠+1 = 𝛾𝑠+1 +
𝛼𝑠 − (𝑆𝑠+1)2(𝛼𝑠 + 𝜈𝑠𝑥𝑠)

𝜁𝑠
, 𝜈𝑠+1 =

𝜈𝑠
𝜁𝑠
,

𝜁𝑠 =
(︁
𝑆𝑠+1

√
𝛼𝑠 + 𝜈𝑠𝑥𝑠 +

√︀
𝜈𝑠𝜉𝑠

)︁2

, 𝜉𝑠 =

(︂
Δ𝑠+1

𝜌+Δ1

)︂2

,
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ãäå 𝑠 > 1. Ïðè ýòîì, 𝛼1 = 𝜈1 = 1, 𝛽1 = 𝛾1 = (𝜌/(𝜌+Δ1))2.
Íà ðèñ. 2.1, 2.2 è 2.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ÷åòû-

ðåõ ñáîðîê èç, ñîîòâåòñòâåííî, 10, 30, 200, 1000 ñëîåâ. Ïîëàãàëîñü, ÷òî
𝛽 = 0.24. Âíóòðåííèé îòñ÷åòíûé ðàäèóñ 𝜌 ïåðâîãî òåëà è îòñ÷åòíàÿ òîë-
ùèíà Δ1 äëÿ êàæäîé èç ñáîðîê ïîëàãàëèñü ðàâíûìè 𝜌 = Δ1 = 2 ìêì.
Îòñ÷åòíûå òîëùèíû Δ𝑘 ïðè 𝑘 > 2 äëÿ êàæäîé èç ñáîðîê ïîëàãàëèñü
ðàâíûìè22 Δ𝑘 = 22/(𝑁 − 1) ìêì, ãäå 𝑁 � ÷èñëî ñëîåâ. Êîýôôèöèåí-
òû óñàäêè âûáèðàëèñü îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè 𝑆𝑘 = 0.9. Âíóòðåííèå è
âíåøíèå äàâëåíèÿ 𝑝𝑖, 𝑠−1 è 𝑝𝑒, 𝑠−1 ïîëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ.

Ðèñ. 2.1. Îòíîñèòåëüíûå ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

(a) (b)

Ðèñ. 2.2. Îòíîñèòåëüíûå îêðóæíûå (a) è îñåâûå (b) íàïðÿæåíèÿ

Íà ãðàôèêàõ: ïóíêòèðíûì ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóåò 10 ñëîåâ, øòðèõ-
ïóíêòèðíûì ëèíèÿì � 30 ñëîåâ, øòðèõîâûì ëèíèÿì � 200 ñëîåâ, à
ñïëîøíûì ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóåò 1000 ñëîåâ.

22Порядок размеров выбирался в соответствии с [28].
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(a) (b)

Ðèñ. 2.3. Ïàðàìåòð ðàçäóâàíèÿ 𝑎𝑘𝑠−1 (a) è ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà 𝐵
(b)

4. Риманова материальная структура

67∘. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîãî òåëà ñ
íåïðåðûâíîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Ñîãëàñíî ï. 61∘, â ìàòåðèàëüíîì ìíîãî-
îáðàçèè M èìååòñÿ ñåìåéñòâî òåë G = {B𝛼}𝛼∈I, ãäå I ⊂ R è Card I = ℵ1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(CG0) Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � òðåõìåðíîå àôôèííîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî E.

(CG1) Äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ I îáðàç àêòóàëüíîé (íàáëþäàåìîé) êîíôè-
ãóðàöèè κ𝛼 ∈ C𝑟(B𝛼; E) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëûé öèëèíäð êîíå÷íîé
âûñîòû ℎ (îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ òåë).

(CG2) Âñå B𝛼 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
(CG3) Êàæäîå òåëî B𝛼 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàññëîåíèÿ

(ñì. [1], ï. 75∘) 𝜋𝛼 : B𝛼 → J𝛼 íà êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ äâóìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé (ïîâåðõíîñòåé) {S𝛼, 𝑖}𝑖∈J𝛼 ñ îä-
íîìåðíîé áàçîé J𝛼 ⊂ R [15]: B𝛼 =

⋃︀
𝑖∈J𝛼

S𝛼, 𝑖, ãäå S𝛼, 𝑖 = 𝜋−1
𝛼 ({𝑖}), 𝑖 ∈ J𝛼.

Ïðè ýòîì, äëÿ êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé S𝛼, 𝑖 ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ
κ𝑅
𝛼, 𝑖 ∈ C𝑟(B𝛼; E), îòîáðàæàþùàÿ òåëî B𝛼 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òà-

êèì îáðàçîì, ÷òî κ𝑅
𝛼, 𝑖(B𝛼) � ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð âûñîòû ℎ, à ïî-

âåðõíîñòü κ𝑅
𝛼, 𝑖(S𝛼, 𝑖) � öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, èíôèíèòåçèìàëü-

íûå îêðåñòíîñòè òî÷åê êîòîðîé (â E) ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé [15].
68∘. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà RefB𝛼

, è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè, íåîáõîäèìî ðåøàòü ýâîëþöèîííóþ çà-
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äà÷ó [15,127,128]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîñïîëüçóåìñÿ íåñêîëüêî óïðîùåí-
íûì ïîäõîäîì � çàäàäèì ñåìåéñòâî RefB𝛼

êàê ¾àïïðîêñèìàöèþ¿ êîíå÷-
íîãî ñåìåéñòâà îòñ÷åòíûõ ôîðì, îïðåäåëåííîãî âûøå äëÿ äèñêðåòíîé
ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ïðè áîëüøîì (1000) êîëè÷åñòâå ñëîåâ. Â
êà÷åñòâå áàçîâîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè âîçüìåì ñëåäóþùóþ çà-
âèñèìîñòü äëÿ 𝑎 : [1.4234, 23.666] → R:

𝑎(𝑟) =

{︃
−1.9738, 𝑟 < 3.7452,

−3.4948 + 7.1796 · 10−1𝑟 + 1.2406 · 10−1𝑟2 + 2.828 · 103𝑟3 − 4.5369 · 10−5𝑟4, 𝑟 > 3.7452.
(2.4.1)

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ òîëüêî â îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïîâåðõíîñòè ïðèñîåäèíåíèÿ ïåðâîãî ñëîÿ ê íà÷àëüíîìó òåëó, à âî âñåõ
äðóãèõ òîêàõ - íåïðåðûâíà. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòð 𝛼 ∈ I è ðàññóæäå-
íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè, áóäåì ïðîâîäèòü
äëÿ òåëà B𝛼. Ïîñêîëüêó ìàòåðèàë òåëà ïðîñò, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
RefB𝛼

= {κ𝑅
𝛼; X}X∈B𝛼

ãëîáàëüíûõ êîíôèãóðàöèé

κ𝑅
𝛼; X : B𝛼 →E, κ𝑅

𝛼; X : Y ↦→ κ𝑅
𝛼; X(Y),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåîáðàçóåò ýëåìåíòàðíûé îáúåì, îêðóæàþùèé ÷à-
ñòèöó X òåëà, â åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó [117]. Ïîä åäèíîîáðàçíîé ôîðìîé
çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ ôîðìà, ñâîáîäíàÿ îò íàïðÿæåíèé.

Ñåìåéñòâî RefB𝛼
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëî-

âèÿ (CG3). Êàæäàÿ òî÷êà X ∈ B𝛼 ïðèíàäëåæèò îäíîé è òîëüêî
îäíîé ïîâåðõíîñòè S𝛼, 𝑖, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
κ𝑅
𝛼; X ∈ C𝑟(B𝛼; E), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

∀Y ∈ B𝛼 : (κ𝑅
𝛼; X(Y) := κ𝑅

𝛼, 𝑖(Y)),

ãäå 𝑖 ∈ J𝛼 òàêîâ, ÷òî X ∈ S𝛼, 𝑖. Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ òî÷åê X, Y ∈ S𝛼, 𝑖

îòîáðàæåíèÿ κ𝑅
𝛼; X è κ𝑅

𝛼;Y ñîâïàäàþò.
Ãèïîòåçà (CG1) ïîçâîëÿåò âûáðàòü íà ôîðìå κ𝛼(B𝛼) òðèâèàëüíûé

àòëàñ, êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå êàðòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò öè-
ëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼).
Ïîñðåäñòâîì êîíôèãóðàöèè κ𝛼, îíè ïåðåíîñÿòñÿ íà òåëî23 B𝛼. Äåôîð-
ìàöèÿ: κ𝛼(B𝛼) → κ𝑅

𝛼; X(B𝛼) èíäóöèðóåò öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(𝑅𝛼, X, Θ𝛼, X, Ξ𝛼, X) íà κ𝑅

𝛼; X(B𝛼), êîòîðûå âêëþ÷èì â ñîñòàâ äåêàðòîâà

23Это равносильно тому, что κ𝛼(B𝛼) рассматривается как модель тела B𝛼.
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àòëàñà E (ñì. ï. 48∘). Â êîîðäèíàòàõ (𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼) è (𝑅𝛼, X, Θ𝛼, X, Ξ𝛼, X),
êîíôèãóðàöèÿ κ𝑅

𝛼; X èìååò ïðåäñòàâëåíèå

̃︀κ𝑅
𝛼; X : (𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼) ↦→ (𝑅𝛼, X, Θ𝛼, X, Ξ𝛼, X),

â êîòîðîì

𝑅𝛼, X =
√︁
𝑟2𝛼 − 𝜌𝛼, X, Θ𝛼, X = 𝜃𝛼, Ξ𝛼, X = 𝜉𝛼, (2.4.2)

ãäå 𝜌𝛼, X ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ X ∈ S𝛼, 𝑖 êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ê
κ𝑅
𝛼; X â òî÷êå Y ∈ B𝛼 èìååò âèä:

𝑇Yκ𝑅
𝛼; X = 𝑇Yκ𝑅

𝛼, 𝑖 =
𝑟𝛼√︀

𝑟2𝛼 − 𝜌𝛼, X

⃒⃒⃒⃒
⃒
Y

𝑒𝑅𝛼, X
|𝑌 ⊗ 𝑑𝑟𝛼|Y+

+ 𝑒Θ𝛼, X
|𝑌 ⊗ 𝑑𝜃𝛼|Y + 𝑒Ξ𝛼, X

|𝑌 ⊗ 𝑑𝜉𝛼|Y, (2.4.3)

ãäå 𝑌 = κ𝑅
𝛼; X(Y). Åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ (ñì. ï. 54∘) K𝛼 : X ↦→

𝑇Xκ𝑅
𝛼; X, îïðåäåëÿåòñÿ â òî÷êàõ X ∈ B𝛼 âûðàæåíèåì:

K𝛼|X =
𝑟𝛼√︀

𝑟2𝛼 − 𝜌𝛼, X

⃒⃒⃒⃒
⃒
X

𝑒𝑅𝛼, X
|𝑋 ⊗ 𝑑𝑟𝛼|X+𝑒Θ𝛼, X

|𝑋 ⊗ 𝑑𝜃𝛼|X+𝑒Ξ𝛼, X
|𝑋 ⊗ 𝑑𝜉𝛼|X,

(2.4.4)
â êîòîðîì 𝑋 = κ𝑅

𝛼; X(X). Îòìåòèì, ÷òî ïîëå K𝛼 ÿâëÿåòñÿ композитным,
ò.å. åãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïîëåé {𝑇Xκ𝑅

𝛼; X}X∈B𝛼
.

Åñëè ℎ : X ↦→ (𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼) � êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå, òî ìîæíî
çàïèñàòü ðàâåíñòâî 𝜌𝛼, X = 𝜌𝛼, ℎ−1(𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ̃︀𝜌𝛼 : R3 → R. Èìåííî, ̃︀𝜌𝛼(𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼) = 𝜌𝛼, ℎ−1(𝑟𝛼, 𝜃𝛼, 𝜉𝛼). Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ̃︀𝜌𝛼 ïîñòîÿííà ïî
𝜃𝛼 è 𝜉𝛼 è îïðåäåëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé (2.4.1). Òîãäà ̃︀𝜌𝛼 : 𝑟𝛼 ↦→ ̃︀𝜌𝛼(𝑟𝛼) :=
𝜌𝛼, X, ãäå X ∈ B𝛼 � ëþáàÿ òî÷êà, èìåþùàÿ ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó,
ðàâíóþ24 𝑟𝛼. Âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ òèëüäó áóäåì îïóñêàòü.

69∘. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2.14), îïðåäåëèì ñåìåéñòâî {G𝛼}𝛼∈I ðèìàíî-
âûõ ìåòðèê:

G𝛼 : B𝛼 → 𝑇 *B𝛼 ⊗ 𝑇 *B𝛼, G𝛼(𝑢, 𝑣) = 𝑔(K𝛼𝑢, K𝛼𝑣),

24Иначе говоря, предполагается, что число 𝜌𝛼, X зависит только от радиальной ко-
ординаты точки X. Отображение ̃︀𝜌𝛼 устанавливает структуру расслоения многооб-
разия B𝛼 над одномерной базой ]𝑟1𝛼, 𝑟

2
𝛼[ ⊂ R с типовым слоем, гомеоморфным ци-

линдрической поверхности [15,127,128].
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ãäå 𝑔 � åâêëèäîâ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Âûðàæåíèå äëÿ ìåòðèêè G𝛼|X
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G𝛼|X =
𝑟2𝛼

𝑟2𝛼 − 𝜌𝛼(𝑟𝛼)

⃒⃒⃒⃒
X

𝑑𝑟𝛼|X ⊗ 𝑑𝑟𝛼|X+

+
(︀
𝑟2𝛼 − 𝜌𝛼(𝑟𝛼)

)︀
|X𝑑𝜃𝛼|X ⊗ 𝑑𝜃𝛼|X + 𝑑𝜉𝛼|X ⊗ 𝑑𝜉𝛼|X. (2.4.5)

Ìåòðèêà G𝛼, òàê æå êàê è ïîëå K𝛼 ÿâëÿåòñÿ композитной.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñåìåéñòâî {(B𝛼, G𝛼)}𝛼∈I ðèìàíîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ. Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇𝛼 Ëåâè�×èâèòû èìåþò
âèä (â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà, èíäåêñ 𝛼 äàëåå îïóñêàåòñÿ):

Γ1 · ·
·11 =

−2𝜌(𝑟) + 𝑟𝜌′(𝑟)

2(𝑟3 − 𝑟𝜌(𝑟))
,

Γ1 · ·
·22 =

(𝑟2 − 𝜌(𝑟))(−2𝑟 + 𝜌′(𝑟))

2𝑟2
,

Γ2 · ·
·12 =Γ2 · ·

·21 =
2𝑟 − 𝜌′(𝑟)

2𝑟2 − 2𝜌(𝑟)
.

Â îáùåì ñëó÷àå êðèâèçíà ïîëó÷åííîé ñâÿçíîñòè íåòðèâèàëüíà: åå èíâà-
ðèàíò Ðè÷÷è èìååò âèä:

𝑆𝛼 =
𝑟𝛼𝜌

′′
𝛼(𝑟𝛼)− 𝜌′𝛼(𝑟𝛼)

𝑟3𝛼

è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè 𝜌𝛼(𝑟𝛼) = 𝐶1𝑟
2
𝛼 + 𝐶2. Ýòîò ìàòåìàòè÷å-

ñêèé ôàêò îòðàæàåò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òàêèõ òåë: íåñîâìåñòíîñòü
äåôîðìàöèé, íàëè÷èå ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé.

70∘. Ñåìåéñòâî ìàòåðèàëüíûõ ìåòðèê {G𝛼}𝛼∈I è ìåòðèêà ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑔 îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ òåíçîðîâ Êîøè�
Ãðèíà {B𝛼}𝛼∈I è {C𝛼}𝛼∈I ïî ôîðìóëàì (2.2.17), (2.2.18). Ïðèâåäåííûå
â ðàáîòå ïîñòðîåíèÿ ïîçâîëÿþò: îïðåäåëèòü òåëî ïåðåìåííîãî ñîñòàâà
êàê ñåìåéñòâî ñîåäèíåíèé; îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíò ïîíÿòèþ îòñ÷åòíîé
ôîðìû â âèäå äèñêðåòíîãî èëè êîíòèíóàëüíîãî ñåìåéñòâà ôîðì; íàé-
òè ìàòåðèàëüíóþ ìåòðèêó íà íèõ; îïðåäåëèòü ìåðû äåôîðìàöèé êàê
¾pushforward¿ è ¾pullback¿ ìàòåðèàëüíîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèê.
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