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Тело как топологическое пространство

Òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

� Ðàáîòàåì ñ äâóìÿ îáúåêòàìè � òåëîì è ôèçè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì. Íàáëþäåíèÿ ïðîèñõîäÿò íàä ¾âîïëîùåíèÿìè¿

òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

� Òåëî, ñàìî ïî ñåáå, íå îáÿçàíî ïîâòîðÿòü ïîëíîñòüþ

ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â

ýêñïåðèìåíòå ìû íàáëþäàåì ëèøü äåôîðìèðîâàííûå îáðàçû

ýòîãî òåëà. Ýòà ìûñëü àëëåãîðè÷åñêè óêàçàíà â ðàáîòå

Ýïøòåéíà: ¾Òåëî ïðåáûâàåò â ïëàòîíîâîì ìèðå ÷èñòûõ èäåé,

êîòîðûé ìû íèêîãäà íå ñìîæåì óâèäåòü, îäíàêî ïðîÿâëåíèÿ

ýòîãî ìèðà ìû îùóùàåì â îáëèêå êîíôèãóðàöèé, ò.å.

¾âîïëîùåíèé¿ òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå¿.
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Тело как топологическое пространство

Noll, W., A mathematical theory of the mechanical behavior of

continuous media. Arch. Rational Mech. Anal. 2,197-226 (1958).
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Тело как топологическое пространство

Îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå

Òåëî B � ýòî ìíîæåñòâî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê X, Y, Z, . . .
Êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ¾ñîñåäñòâóåò¿ ñ äðóãèìè

ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, íåïðåðûâíî çàïîëíÿþùèìè åå

¾îêðåñòíîñòü¿. Ýòî çàïîëíåíèå ïîäîáíî çàïîëíåíèþ èíòåðâàëà

âåùåñòâåííîé îñè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Èäåÿ ¾ñîñåäñòâà¿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì òîïîëîãè÷åñêîé

ñòðóêòóðû. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (èëè, êîðî÷å, òîïîëîãèÿ),

çàäàâàåìàÿ íà ìíîæåñòâå, ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå

áëèçîñòè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Ò.å. ïðèäàåòñÿ òî÷íûé

ñìûñë âûñêàçûâàíèþ ¾òàêîå òî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

òî÷åê, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå X¿. Ìíîæåñòâî òî÷åê,

îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì, îáðàçóåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

ýëåìåíòà X â äàííîé òîïîëîãèè.
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Тело как топологическое пространство

Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû

Ìíîæåñòâî B íàäåëåíî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (èëè,

êîðî÷å, топологией), åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó X ∈ B îòíåñåíî

ìíîæåñòâî 𝒩 (X) ïîäìíîæåñòâ B, íàçûâàåìûõ окрестностями
X, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) ýëåìåíò X ïðèíàäëåæèò êàæäîìó ìíîæåñòâó èç 𝒩 (X);
(ii) âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî B, ñîäåðæàùåå êàêîå-íèáóäü

ìíîæåñòâî èç 𝒩 (X), ïðèíàäëåæèò 𝒩 (X);
(iii) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èç 𝒩 (X) ñàìî
áóäåò ýëåìåíòîì èç 𝒩 (X);
(iv) äëÿ êàæäîãî V ∈ 𝒩 (X) ñóùåñòâóåò W ∈ 𝒩 (X), òàêîå, ÷òî
V ∈ 𝒩 (Y) äëÿ ëþáîãî Y ∈ W .

Çàìå÷àíèå

Èç óñëîâèÿ (iv) ñëåäóåò, ÷òî W ⊂ V .
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Тело как топологическое пространство

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Â ðàìêàõ îïðåäåëåííîé íà B òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû

îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà � îòêðûòûå

ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî O ⊂ B íàçûâàåòñÿ открытым â B,

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ êàæäîé ñâîåé òî÷êè:

∀X ∈ O (O ∈ 𝒩 (X)).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðûòûõ â B ìíîæåñòâ

÷åðåç S, èëè SB, åñëè õîòèì óêàçàòü B ÿâíî.

Ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

(i) ∅ ∈ S, B ∈ S;

(ii) îáúåäèíåíèå любого ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç S åñòü

ýëåìåíò S;

(iii) ïåðåñå÷åíèå конечного ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç S åñòü

ýëåìåíò S.
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Тело как топологическое пространство

Ñâîéñòâî îêðåñòíîñòè

Ïóñòü V ∈ 𝒩 (X). Òîãäà ñóùåñòâóåò O ∈ S, òàêîå, ÷òî

X ∈ O ⊂ V .
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Тело как топологическое пространство

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

Ìíîæåñòâî F ⊂ B íàçûâàåòñÿ замкнутым â B, åñëè

B ∖ F ∈ S.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ â B ìíîæåñòâ

÷åðåç D, èëè DB, åñëè õîòèì óêàçàòü B ÿâíî.

Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

(i) ∅ ∈ D, B ∈ D;

(ii) îáúåäèíåíèå конечного ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç D åñòü

ýëåìåíò D;

(iii) ïåðåñå÷åíèå любого ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç D åñòü

ýëåìåíò D.
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Тело как топологическое пространство

Çàìå÷àíèå

� Òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà B ìîæíî çàäàâàòü îäíèì èç

ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ, óêàçûâàÿ ñåìåéñòâî {𝒩 (X)}X∈B, ëèáî
óêàçûâàÿ SB èëè DB. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè

îïðåäåëåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæíî íàéòè â

Бурбаки Н. Общая топология. Основные структуры. — М.: Наука, 1968. —

275 с. (Глава I, §1)

� Ìíîæåñòâî B, âìåñòå ñî ñâîåé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

íàçûâàåòñÿ топологическим пространством. Ïî îòíîøåíèþ
ê íåìó B � носитель òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

� Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà çàäàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé

ñòðóêòóðû íà B, ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ:

(B, {𝒩 (X)}X∈B), èëè (B, SB), èëè (B, DB).
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Тело как топологическое пространство

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ îñíîâíîãî

ñîîáðàæåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî òåëî B íàäåëåíî íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Ïîìèìî ýòîãî, ìîùíîñòü B ðàâíà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà, ò.å.

ìîùíîñòè R.
Îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà B ñäåëàåì äâà

ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ èìååò âèä:

Ïðåäïîëîæåíèå I

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (B, S) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà: ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè

ïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Следствия:
(i) ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B çàìêíóòî;

(ii) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê B ñõîäèòñÿ, òî ýòîò ïðåäåë

åäèíñòâåííûé.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 12/149



Тело как топологическое пространство

Ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü (−∞, A], (−∞, B], (C , +∞), A ̸= B ̸= C � ÷èñëîâûå

ïðîìåæóòêè, ëåæàùèå íà ðàçíûõ ïðÿìûõ. Â èõ îáúåäèíåíèè

ââåäåì òîïîëîãèþ: îêðåñòíîñòè òî÷åê íà ìíîæåñòâå

(−∞, A) ∪ (−∞, B) ∪ (C , +∞) òàêèå æå, êàê íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé. Îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê A è B íàçîâåì ìíîæåñòâà

(A− 𝜀, C + 𝜀), (B − 𝜀, C + 𝜀), ãäå 𝜀 > 0. Òîãäà òî÷êè A è B íå

èìåþò íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé, è, ñëåäîâàòåëüíî,

íåîòäåëèìû.
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Тело как топологическое пространство

Áàçà òîïîëîãèè

Базой òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (B, S) íàçûâàåòñÿ
âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ℬ ⊂ S îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, òàêàÿ, ÷òî

ëþáîé ýëåìåíò S ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî

ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç ℬ.

Êðèòåðèé áàçû

� Ïóñòü ℬ � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ B. Îíî

ÿâëÿåòñÿ áàçîé äëÿ íåêîòîðîé òîïîëîãèè íà B òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ℬ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1 B =
⋃︀

U∈ℬ
U;

2 Äëÿ ëþáûõ U1, U2 ∈ ℬ è êàæäîãî x ∈ U1 ∩ U2 ñóùåñòâóåò

U3 ∈ ℬ, òàêîå, ÷òî x ∈ U3 ⊂ U1 ∩ U2.

� Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ÿâíî ñòðîèòñÿ íóæíàÿ òîïîëîãèÿ.

Ýòî âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ℬ.
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Тело как топологическое пространство

Ïðåäïîëîæåíèå II

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (B, S) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé
àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, ò.å. èìååò ñ÷åòíóþ áàçó (ìîùíîñòü áàçû

ðàâíà ìîùíîñòè N).

Следствия:
(i) ïðîñòðàíñòâî (B, S) ñåïàðàáåëüíî (íàëè÷èå ñ÷åòíîãî,
âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà);

(ii) äëÿ (B, S) ñïðàâåäëèâà теорема Линделёфа: Åñëè
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå

ñ÷¼òíîñòè, òî èç âñÿêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûäåëèòü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå

ïîäïîêðûòèå.
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Тело как топологическое пространство

Ñîîáðàæåíèå î ðàçìåðíîñòè òåëà

Òåëî B èìååò â êàæäîé ñâîåé òî÷êå îäíó è òó æå

òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü Ìåíãåðà-Óðûñîíà.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåðíûå òåëà, äâóìåðíûå

ìàòåðèàëüíûå ïîâåðõíîñòè (ìåìáðàíû) è íèòè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð íå óäîâëåòâîðÿåò ñîîáðàæåíèþ î

ðàçìåðíîñòè (ãóáêà Ìåíãåðà):
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Тело как топологическое пространство

Alexander S. Balankin, A continuum framework for mechanics of

fractal materials I: from fractional space to continuum with fractal

metric. The European Physical Journal B, April 2015.
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Гладкие многообразия

Áóäåì èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

äëÿ òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå

âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
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Гладкие многообразия

Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M
òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè dimM = n, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) M óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà;

(ii) M èìååò ñ÷åòíóþ áàçó òîïîëîãèè;

(iii) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {U𝛼}𝛼∈I îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ M,

òàêèõ, ÷òî:

1) M =
⋃︀
𝛼∈I

U𝛼,

2) äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ I ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
𝜙𝛼 : U𝛼 → O𝛼, ãäå O𝛼 ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 20/149



Гладкие многообразия

Òåðìèíîëîãèÿ

� Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (U𝛼, 𝜙𝛼), ãäå U𝛼 è 𝜙𝛼 îïðåäåëåíû â

(iii), íàçûâàåòñÿ êàðòîé â M;

� U𝛼 � ðàéîí äåéñòâèÿ êàðòû, 𝜙𝛼 � êàðòðèðóþùåå

îòîáðàæåíèå;

� ñîâîêóïíîñòü êàðò A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I , ãäå {U𝛼}𝛼∈I �
îòêðûòîå ïîêðûòèå M, ñîñòàâëÿåò àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ M.

� Ïóñòü p ∈ M � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ. Êàðòó

(U𝛼, 𝜙𝛼), äëÿ êîòîðîé p ∈ U𝛼, áóäåì íàçûâàòü êàðòîé,

ñîäåðæàùåé òî÷êó p.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 21/149



Гладкие многообразия

Çàìå÷àíèå 1

Â (iii) ìîæíî çàìåíèòü O𝛼 íà Rn. Ýòî íå èçìåíèò êëàññ âñåõ

òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå îòêðûòîå

â Rn ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ

îòêðûòûõ øàðîâ. Èçìåëü÷àÿ ðàéîíû äåéñòâèÿ êàðò, ìîæíî

ñóçèòü îáëàñòè çíà÷åíèé êàðòðèðóþùèõ îòîáðàæåíèé íà ýòè

øàðû. Íî ëþáîé îòêðûòûé øàð â Rn ãîìåîìîðôåí ñàìîìó Rn.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì êàðòðèðóþùèå ãîìåîìîðôèçìû íà

Rn.

Çàìå÷àíèå 2

Â (iii) ìîæíî èçìåíèòü íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ êàðòðèðóþùèõ

îòîáðàæåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå îò ýòîãî íå

èçìåíèòñÿ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 22/149



Гладкие многообразия

Àòëàñ ïîðîæäàåò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà

ìíîãîîáðàçèè, à èìåííî: âñÿêàÿ òî÷êà p, ïðèíàäëåæàùàÿ M,

ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç ìíîæåñòâ U𝛼, ïîýòîìó åé
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííàÿ n�êà
(𝜉1, . . . , 𝜉n) = 𝜙𝛼(p). Ýòîò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð � ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû òî÷êè p. Åñëè ïåðåñå÷åíèå U𝛼 ∩ U𝛽 , ãäå U𝛼, U𝛽
âçÿòû èç îäíîãî àòëàñà, íå ïóñòî, òî ëþáàÿ òî÷êà p èç ýòîãî

ïåðåñå÷åíèÿ èìååò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝜉1, . . . , 𝜉n) = 𝜙𝛼(p)
è (𝜂1, . . . , 𝜂n) = 𝜙𝛽(p), ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ôîðìóëàìè

ïåðåñ÷åòà: îòîáðàæåíèå

𝜙𝛽 ∘ 𝜙−1
𝛼 |𝜙𝛼(U𝛼∩U𝛽) : 𝜙𝛼(U𝛼 ∩ U𝛽) → 𝜙𝛽(U𝛼 ∩ U𝛽), (1)

êàê êîìïîçèöèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, åñòü ãîìåîìîðôèçì,

êîòîðûé ñâÿçûâàåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝜉1, . . . , 𝜉n) è
(𝜂1, . . . , 𝜂n).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 23/149



Гладкие многообразия

Îáîçíà÷åíèå

Ñèìâîëîì Mn îáîçíà÷àåòñÿ àáñòðàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (i)�(iii).

Àáñòðàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìàëèçóåò ñâîéñòâî

íåïðåðûâíîñòè, ïðèñóùåå òåëó è ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó,

îäíàêî, ïðè ýòîì íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ãëàäêîñòè

îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà íèõ. Äëÿ ýòîãî íà Mn ââîäèòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 24/149



Гладкие многообразия

C r�àòëàñ

Êàðòû (U𝛼, 𝜙𝛼), (U𝛽, 𝜙𝛽) â Mn ÿâëÿþòñÿ C r�ñîãëàñîâàííûìè,

åñëè ëèáî 1) U𝛼 ∩ U𝛽 = ∅, ëèáî 2) U𝛼 ∩ U𝛽 ̸= ∅ è

ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà (1) åñòü C r�äèôôåîìîðôèçì íà

𝜙𝛼(U𝛼 ∩ U𝛽). Àòëàñ, â êîòîðîì ëþáûå äâå êàðòû

C r�ñîãëàñîâàíû, íàçûâàåòñÿ C r�àòëàñîì.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 25/149



Гладкие многообразия

Åñëè îáúåäèíåíèå äâóõ C r�àòëàñîâ ìíîãîîáðàçèÿ Mn äàåò

C r�àòëàñ, òî åñòü ëþáàÿ êàðòà èç îäíîãî àòëàñà C r�ñîãëàñîâàíà

ñ ëþáîé äðóãîé êàðòîé èç âòîðîãî àòëàñà, òî òàêèå àòëàñû

ðàâíîïðàâíû. Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî íà

ìíîãîîáðàçèè, äîëæíà çàâèñåòü íå îò êîíêðåòíîãî C r�àòëàñà, à

îò ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ C r�àòëàñîâ, ðàâíîïðàâíûõ

ìåæäó ñîáîé: çàìåíèâ àòëàñ äàííîé ñîâîêóïíîñòè íà äðóãîé,

ìû äîëæíû ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå òàêîãî æå êëàññà ãëàäêîñòè.

C r�ñòðóêòóðà

Ãîâîðÿò, ÷òî äâà C r�àòëàñà A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I ,
B = {(V𝛽, 𝜓𝛽)}𝛽∈J ýêâèâàëåíòíû (A ∼ B), åñëè èõ

îáúåäèíåíèå A ∪ B äàåò C r�àòëàñ. Ââåäåííîå îòíîøåíèå åñòü

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â åãî òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííîì

îïðåäåëåíèè, è ìíîæåñòâî âñåõ C r�àòëàñîâ ðàñïàäàåòñÿ íà

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè D = [A]. Ýòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

íàçûâàþò C r�ñòðóêòóðàìè íà ìíîãîîáðàçèè Mn.
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Гладкие многообразия

Çàìå÷àíèå î ïîðÿäêå C r�ñòðóêòóðû

C 0�ñòðóêòóðó íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé, à C r�ñòðóêòóðó ïðè

r > 1 íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ

C r�ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäèí C r�àòëàñ. Åñëè

îáúåäèíèòü âñå àòëàñû äàííîé C r�ñòðóêòóðû, òî ïîëó÷àåòñÿ

C r�àòëàñ, íàçûâàåìûé ìàêñèìàëüíûì. Çàäàíèå C r�ñòðóêòóðû

ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîãî

àòëàñà.

C r�ìíîãîîáðàçèå

Ìíîãîîáðàçèå Mn ñ çàäàííîé íà íåì C r�ñòðóêòóðîé, òî åñòü,

óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (Mn, D), íàçûâàþò C r�ìíîãîîáðàçèåì.

Åñëè r > 1, òî C r�ìíîãîîáðàçèå íàçûâàþò гладким, à ïðè
r = 0 � топологическим.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 27/149



Гладкие многообразия

Ïóñòü B � äâóìåðíîå òåëî, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

åäèíè÷íîé ñôåðîé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: åãî

îáðàç îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x2
1
+ x2

2
+ x2

3
= 1, ãäå x1, x2, x3

� äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Íà ýòîì òåëå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí

àòëàñ {(U1, 𝜙1), (U2, 𝜙2)}, â êîòîðîì êàðòðèðóþùèå

îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 28/149



Гладкие многообразия

Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè ÷àñòåé ñôåðû íà ïëîñêîñòü,

òî÷êè êîòîðîé èìåþò íóëåâóþ êîîðäèíàòó x3, ïðè
îòîæäåñòâëåíèè ýòîé ïëîñêîñòè ñ R2, ïðåäñòàâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè:

h1 : B ∖ (0, 0, −1) ∋ (x1, x2, x3) ↦→
(︂

x1
1+ x3

,
x2

1+ x3

)︂
,

h2 : B ∖ (0, 0, 1) ∋ (x1, x2, x3) ↦→
(︂

x1
1− x3

,
x2

1− x3

)︂
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è ïëîñêîñòè, êîòîðûå

¾ïðîêàëûâàåò¿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ¾þæíîãî ïîëþñà¿ ñ

êîîðäèíàòàìè (0, 0, −1), à âòîðîå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è ïëîñêîñòè,

êîòîðûå ¾ïðîêàëûâàåò¿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ¾ñåâåðíîãî

ïîëþñà¿ ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 1).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 29/149



Гладкие многообразия
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Гладкие многообразия

Â êà÷åñòâå ðàéîíîâ äåéñòâèÿ êàðò, U1 è U2, èñïîëüçóþòñÿ
ïðîîáðàçû h−1

1
(D), h−1

2
(D) îòêðûòîãî äèñêà

D = {(𝜉1, 𝜉2) ∈ R2 | (𝜉1)2 + (𝜉2)2 < 7

4
}. Ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèé

h−1

1
è h−1

2
íà D îáîçíà÷èì êàê 𝜙1 : D → U1 è 𝜙2 : D → U2:

𝜙1 : (𝜉1, 𝜉2) ↦→
(︂

2𝜉1

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

2𝜉2

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

𝜉1 + 𝜉2 − 1

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2

)︂
;

𝜙2 : (𝜂
1, 𝜂2) ↦→

(︂
2𝜂1

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

2𝜂2

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2
, − 𝜂1 + 𝜂2 − 1

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
.
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Гладкие многообразия

Îáëàñòè U12 = U1 ∩ U2 â R2 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïàð

(𝜉1, 𝜉2), òàêèõ, ÷òî 4

7
< (𝜉1)2 + (𝜉2)2 < 7

4
. Ãîìåîìîðôèçì

ïåðåõîäà 𝜙12 : U12 → U12, ïðè ýòîì, èìååò âèä

𝜙12 : (𝜂1, 𝜂2) ↦→ (𝜉1, 𝜉2) =

(︂
(𝜂1)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

(𝜂2)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
,

è ÿâëÿåòñÿ C∞�äèôôåîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà B
ÿâëÿåòñÿ 2�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñî C∞�ñòðóêòóðîé,

èíäóöèðîâàííîé ïîñòðîåííûì àòëàñîì.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 32/149



Гладкие многообразия

Ïóñòü B � äâóìåðíîå òåëî, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

òîðîì â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ñëåäóþùåì

ðèñóíêå ïîêàçàíî êàðòðèðîâàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Àòëàñ òîðà

òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ êàðò.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 33/149



Гладкие многообразия
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Гладкие многообразия

Íàêîíåö, ïóñòü B � äâóìåðíîå òåëî, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî ïîâåðõíîñòüþ (áóòûëêîé) Êëåéíà â òðåõìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíî

êàðòðèðîâàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Àòëàñ áóòûëêè Êëåéíà òàêæå

ñîñòîèò èç äâóõ êàðò.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 35/149



Гладкие многообразия
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Гладкие многообразия

Ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè, çàïàñàåìàÿ òåëîì ïðè

äåôîðìàöèè, èëè ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ (ëàãðàíæèàí), ÿâëÿþòñÿ

ïðèìåðàìè âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà

ìíîãîîáðàçèè. C r�ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà

ìíîãîîáðàçèè êëàññû ãëàäêîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ïîÿñíèì

ýòî ïîäðîáíåå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 37/149



Гладкие многообразия

Ïóñòü íà Mn çàäàíà C r�ñòðóêòóðà. Ôóíêöèÿ f : Mn → R
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C r â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ Mn,

åñëè íàéäåòñÿ êàðòà (U𝛼, 𝜙𝛼) èç àòëàñà äàííîé C r�ñòðóêòóðû,

ñîäåðæàùàÿ òî÷êó p, òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå f ∘ 𝜙−1
𝛼 : O𝛼 → R

åñòü C r�îòîáðàæåíèå íà O𝛼. Â ñèëó C r�ñîãëàñîâàííîñòè, ýòî

îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò àòëàñà èç äàííîé ñòðóêòóðû.

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ äèàãðàììîé

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 38/149



Гладкие многообразия

Îñíîâíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ èãðàþò îòîáðàæåíèÿ

ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè. Ê íèì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ

êîíôèãóðàöèè � îòîáðàæåíèÿ òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ñâîéñòâî ãëàäêîñòè ââîäèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

κ : Mn → Nm äâóõ C r�ìíîãîîáðàçèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

p ∈ Mn. Âûáåðåì êàðòó (U𝛼, 𝜙𝛼) ìíîãîîáðàçèÿ Mn,

ñîäåðæàùóþ p, è êàðòó (V𝛽, 𝜓𝛽) ìíîãîîáðàçèÿ Nm,

ñîäåðæàùóþ κ(p).
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Гладкие многообразия

Îáîçíà÷èì W𝛼𝛽 = U𝛼 ∩ κ−1(V𝛽) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

𝜓𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙−1
𝛼 |𝜙𝛼(W𝛼𝛽) : 𝜙𝛼(W𝛼𝛽) → 𝜓𝛽(κ(W𝛼𝛽)),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ координатным представлением

отображения κ в окрестности точки p. Ýòî îòîáðàæåíèå âèäà
Rn → Rm, è îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàòíûõ êàðò â

äàííûõ C r�ñòðóêòóðàõ íà Mn è Nm, èáî êàðòû íà ýòèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ C r�ñîãëàñîâàíû.
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Гладкие многообразия

Ïðèâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà
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Гладкие многообразия

Îáîçíà÷åíèÿ. Äèôôåîìîðôèçì

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç 𝒞r (Mn; Nm) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

C r � îòîáðàæåíèé èç C r�ìíîãîîáðàçèÿ Mn â C r�ìíîãîîáðàçèå

Nm. Â ÷àñòíîñòè, 𝒞r (Mn; R) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ C r �

îòîáðàæåíèé èç C r�ìíîãîîáðàçèÿ Mn â òðèâèàëüíîå

C r�ìíîãîîáðàçèå R. Â ðàìêàõ ýòîé òåðìèíîëîãèè

äèôôåîìîðôèçìîì èç C r�ìíîãîîáðàçèÿ Mn â

C r�ìíîãîîáðàçèå Nn áóäåì íàçûâàòü ëþáîå îòîáðàæåíèå

κ ∈ 𝒞r (Mn; Nn), òàêîå ÷òî 1) ñóùåñòâóåò κ−1 è 2)

κ−1 ∈ 𝒞r (Nn; Mn).
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Гладкие многообразия

Çàìå÷àíèå î ñóùåñòâîâàíèè C r�ñòðóêòóð

� Õîòÿ C 0�ñòðóêòóðà íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå Mn åäèíñòâåííà,

ïðè r > 1 ïðîñòðàíñòâî Mn ìîæåò äîïóñêàòü íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ C r�ñòðóêòóð. Åñëè D1, D2 � ðàçëè÷íûå

C r�ñòðóêòóðû íà Mn, òî (Mn, D1), (M
n, D2) � äâà ðàçíûõ

C r�ìíîãîîáðàçèÿ.

� Åñëè íà ïðîñòðàíñòâå Mn ñóùåñòâóåò C r�ñòðóêòóðà (r > 1),

òî íà íåì ñóùåñòâóåò è C∞�ñòðóêòóðà, äèôôåîìîðôíàÿ

äàííîé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé r = 0. Íà ëþáîì

C 0�ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n < 4 ìîæíî ââåñòè

C 1�ñòðóêòóðó, à, ñëåäîâàòåëüíî, è C∞�ñòðóêòóðó. Íî äëÿ

ëþáîãî n > 4 ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþùèå

ââåäåíèÿ C 1�ñòðóêòóðû. Â íàñòîÿùåì êóðñå òàêèå ñëó÷àè íå

ðàññìàòðèâàþòñÿ, èáî a�priori è òåëî, è ôèçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíû C 0�ñòðóêòóðàìè, è ðàçìåðíîñòè ýòèõ

äâóõ ìíîãîîáðàçèé íå ïðåâîñõîäÿò 3.
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Гладкие многообразия

Ñîãëàøåíèå

Îäíî è òî æå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ

ðàçëè÷íûìè C r�ñòðóêòóðàìè ïðåäñòàâëÿåò äâà ðàçëè÷íûõ

ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå, êàê ïðàâèëî, óêàçûâàåòñÿ, êàê óïîðÿäî÷åííàÿ

ïàðà: èñõîäíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è âûáðàííàÿ

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òåëî è

ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíû ôèêñèðîâàííûìè

äèôôåðåíöèàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, ïîýòîìó ÿâíî â

ðàññóæäåíèÿõ èõ íå âûäåëÿåì, èáî âîïðîñ î ñìåíå îäíîé

ñòðóêòóðû íà äðóãóþ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî êóðñà.
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Тело как гладкое многообразие

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Тело как гладкое многообразие

Èç ïðåäûäóùèõ ñîîáðàæåíèé è äîïóùåíèé èìååì: òåëî B
íàäåëåíî íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Íàïðèìåð,

âûäåëåíà ñîâîêóïíîñòü S îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì,

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (B, S) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì,

ñî ñ÷åòíîé áàçîé è èìååò îäíó è òó æå òîïîëîãè÷åñêóþ

ðàçìåðíîñòü â êàæäîé òî÷êå B. Íî ýòîãî íàì íå äîñòàòî÷íî!

Ñîîáðàæåíèå îá èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òåëà B íåîáõîäèìî

èìåòü ñïîñîá èõ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Äëÿ òàêîãî

îïèñàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü èäåþ êàðòðèðîâàíèÿ

òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàçâèòóþ â òåîðèè ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèé. Êàðòðèðîâàíèå óñòàíàâëèâàåò àíàëèòè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó íà B, îïðåäåëÿÿ íà íåì ïîíÿòèå ãëàäêîñòè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 46/149



Тело как гладкое многообразие

Òåîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé íà÷àëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ ñ

ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà. Èìåííî òîãäà ôîðìàëèçàöèÿ òåëà êàê

ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñòàëà âñòðå÷àòüñÿ â ðàáîòàõ

ïðåäñòàâèòåëåé øêîëû ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè W. Noll, C.-C.

Wang è äð.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî òåëà, êîòîðîå

ñôîðìóëèðîâàë W. Noll.
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Тело как гладкое многообразие

Ïóñòü çàäàí êëàññ C îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà B,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

îáðàçóþùèõ òåëî, â àáñîëþòíîå (åâêëèäîâî) ôèçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ℰ , ò.å. κ : B → ℰ . Òàêèå îòîáðàæåíèÿ áóäåì

íàçûâàòü êîíôèãóðàöèÿìè. Òåëî B íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì

òåëîì êëàññà Cp, åñëè êëàññ êîíôèãóðàöèé C óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Êàæäàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ ∈ C � ãîìåîìîðôèçì, à îáëàñòü

çíà÷åíèé κ(B) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ℰ .
(ii) Åñëè 𝛾, κ ∈ C, òî êîìïîçèöèÿ

𝜆 = 𝛾 ∘ κ−1 : κ(B) → 𝛾(B)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå êëàññà Cp, êîòîðîå

íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèåé òåëà B èç êîíôèãóðàöèè κ â

êîíôèãóðàöèþ 𝛾.
(iii) Åñëè κ ∈ C è åñëè 𝜆 : κ(B) → ℰ � îòîáðàæåíèå êëàññà

Cp, òî 𝜆 ∘ κ ∈ C.
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Тело как гладкое многообразие

Îïðåäåëåíèå Íîëëà ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ òðåõìåðíûõ òåë.

Ïðè÷åì, ýòè òåëà îáëàäàþò ïðîñòîé ñòðóêòóðîé: îíè ÿâëÿþòñÿ

òðèâèàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ò.å. ìíîãîîáðàçèÿìè, àòëàñ

êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîé êàðòû. Òàêîå îïðåäåëåíèå íå

îõâàòûâàåò ðÿä ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå õîòèì

ìîäåëèðîâàòü.
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Тело как гладкое многообразие

Ôîðìàëèçàöèÿ òåëà

Ó÷èòûâàÿ âûñêàçàííûå ðàíåå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèíèìàåì

ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå òåëà:

Òåëî B � ãëàäêîå n�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Çíà÷åíèÿì n
ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

n = 1 � ìàòåðèàëüíàÿ íèòü;

n = 2 � ìàòåðèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (ìåìáðàíà);

n = 3 � òðåõìåðíîå òåëî.
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Физическое пространство

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Физическое пространство

� Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå 𝒫
ðàçìåðíîñòè m. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì æèâåò

íàáëþäàòåëü.

Ïðåäïîëîæåíèå

dimB = n 6 m = dim𝒫 6 3.

� Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî 𝒫 äîëæíî áûòü îïèñàíî

ñòðóêòóðîé, ïîäîáíîé ôîðìàëèçàöèè òåëà, ò.å. ãëàäêèì

ìíîãîîáðàçèåì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå ìåíüøå ðàçìåðíîñòè

òåëà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íåëüçÿ áûëî áû ãîâîðèòü î

âëîæåíèè òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî). Âìåñòå ñ òåì, â

îòëè÷èå îò òåëà, ïðè ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äàííûå èçâíå îãðàíè÷åíèÿ: íàïðèìåð,

îíî äîëæíî áûòü åâêëèäîâûì (êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà Ãàëèëåÿ

� Íüþòîíà) èëè ðèìàíîâûì, ñ çàäàííîé êðèâèçíîé (îáùàÿ

òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè).
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Физическое пространство

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ êîíöåïöèè Íüþòîíà, êàê àáñîëþòíîå

ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ, ÿâëÿþùååñÿ ÷åòûðåõìåðíûì

ìíîãîîáðàçèåì S. Òî÷êè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò

ñîáûòèÿ. Ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ îòíîøåíèå:

îäíî èç íèõ ïðîèçîøëî íå ïîçæå äðóãîãî. Ñ àáñòðàêòíîé òî÷êè

çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà S çàäàíî àáñîëþòíîå âðåìÿ,

êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò íà íåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ýòî ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè, êàê ñóùåñòâîâàíèå

ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ t : S → T, ãäå T � ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííîå (õðîíîìåòðè÷åñêîå) ìíîãîîáðàçèå,

äèôôåîìîðôíîå R.
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Физическое пространство

Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà (ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

îòñ÷åòà) óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå êëàññà ãëîáàëüíûõ

êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì Γ : S → R4, è êëàññà êðèâûõ íà

ìíîãîîáðàçèè S, íàçûâàåìûõ ìèðîâûìè ëèíèÿìè ñâîáîäíûõ

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ êîîðäèíàòàìè Γ
ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ýòî

óñòàíàâëèâàåò àôôèííóþ ñòðóêòóðó íà S è T, ò.å.
ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé êàê äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå S = T× ℰ , ãäå ℰ ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì àôôèííûì

ïðîñòðàíñòâîì.
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Физическое пространство

Îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà

Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà

(ℰ , 𝒱, 𝜓), ãäå:
a) ℰ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ

òî÷êàìè;

b) 𝒱 � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå

òðàíñëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì;

c) 𝜓 : ℰ × ℰ → 𝒱 � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîé

óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (A, B) òî÷åê A, B ∈ ℰ íåêîòîðûé âåêòîð

èç 𝒱, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì
−→
AB èëè B − A, è íàçûâàåìûé

âåêòîðîì ñ íà÷àëîì â A è êîíöîì â B . Ïðè ýòîì, âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

(i) äëÿ ëþáûõ òî÷åê A, B, C ∈ ℰ ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå Øàëÿ:
−→
AB +

−→
BC +

−→
CA = 0 ∈ 𝒱;

(ii) äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ ℰ îòîáðàæåíèå

𝜙A : ℰ ∋ X ↦→
−→
AX ∈ 𝒱 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ℰ íà 𝒱.
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Физическое пространство

� Óñëîâèÿ (i) è (ii) áóäåì íàçûâàòü аксиомами Вейля.
� Â ñèëó àêñèîìû (ii), ìîæíî îïðåäåëèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ

(ñäâèã èç òî÷êè íà âåêòîð)

+ : ℰ × 𝒱 → ℰ , + : (A, v) ↦→ A+ v := 𝜙−1

A (v),

ñîïîñòàâëÿþùóþ óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (A, v) òó åäèíñòâåííóþ

òî÷êó B ∈ ℰ , äëÿ êîòîðîé
−→
AB = v.

� Äëÿ êðàòêîñòè, âìåñòî (ℰ , 𝒱, 𝜓) äàëåå áóäåì ïèñàòü (ℰ , 𝒱),
èëè, åùå êîðî÷å, ℰ .
� Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ℰ íàçûâàåòñÿ

ðàçìåðíîñòü òðàíñëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒱: dim ℰ := dim 𝒱.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â íàñòîÿùåì êóðñå

îáîçíà÷åíèÿìè, çàïèñü (ℰm, 𝒱m) îáîçíà÷àåò àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m ñ àññîöèèðîâàííûì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì 𝒱m.
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Физическое пространство

Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Ô. Êëåéíà, àôôèííîñòü òî÷å÷íîãî

ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

ñîõðàíÿòü ñâîé êëàññ (áûòü èíâàðèàíòíûìè) ïðè àôôèííûõ,

ò.å. ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (x s)ms=1
↦→ (̃︀x s)ms=1

,

êîòîðûå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå èìåþò âèä ̃︀xk = Ak
s x

s + ck ,
detA ̸= 0, ãäå ̃︀x s , x s � íîâûå è ñòàðûå êîîðäèíàòû

ñîîòâåòñòâåííî, A = (Ak
s ) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà,

îñóùåñòâëÿþùàÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, c = (ck) �
àðèôìåòè÷åñêèé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ñäâèã íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ïîä èíâàðèàíòíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè

îáúåêòàìè ïîíèìàþòñÿ òî÷êè, ïðÿìûå, ïëîñêîñòè (è, â ñëó÷àå

âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûå

ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè). Òåðìèí ¾àôôèííîñòü¿ îçíà÷àåò, ÷òî

ïðè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè

íå èçìåíÿþòñÿ, ò.å. ¾êîíöû ïðîñòðàíñòâà îñòàþòñÿ íà ñâîèõ

ìåñòàõ¿. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî

àáñîëþòíûé ìèð êëàññè÷åñêèõ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, òàêèõ,

êàêèìè èõ ïðåäñòàâëÿëè åùå â àíòè÷íîñòè.
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Физическое пространство

Àôôèííàÿ ñòðóêòóðà ℰm ïîçâîëÿåò ââåñòè ãëîáàëüíûé ðåïåð ñ

áàçèñíûìè òðàíñëÿöèîííûìè âåêòîðàìè ik , k = 1, . . . , m,
àññîöèèðîâàííûõ ñ íåêîòîðîé ¾íà÷àëüíîé¿ òî÷êîé O; âñå èíûå
ðåïåðû ïîëó÷àþòñÿ èç ãëîáàëüíîãî ñäâèãàìè âäîëü âåêòîðîâ èç

𝒱m.

Çàìå÷àíèå

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûáîð åäèíîãî ðåïåðà îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå æåñòêèõ ìàñøòàáîâ.
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Физическое пространство

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝒳m : ℰm → 𝒱m, íàçûâàåìîå ïîëåì

âåêòîðîâ ìåñòà, ðàâåíñòâîì

∀ P ∈ ℰm 𝒱m ∋ x = 𝒳m(P) = P − O. (2)

Ýòî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (¾âåêòîðèçàöèÿ¿) ðåàëèçóåò

èçîìîðôèçì ℰm ∼= 𝒱m, ãäå 𝒱m ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àôôèííîå

ïðîñòðàíñòâî. Êàê èçâåñòíî, 𝒱m ∼= Rm, òî åñòü ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå 𝒜m : 𝒱m → Rm, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

(äåêàðòîâà ¾àðèôìåòèçàöèÿ¿). Òàêèì îáðàçîì, ℰm ∼= Rm.

Åñëè ÷åðåç (1k)
m
k=1

îáîçíà÷èòü åñòåñòâåííûé áàçèñ Rm, òî

𝒜m = 1k ⊗ ik , ãäå (ik)mk=1
� äóàëüíûé ðåïåð ê (ik)

m
k=1

.
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Физическое пространство

Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ℰm,

𝒱m, Rm:

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 60/149



Физическое пространство

� Â ñèëó èçîìîðôèçìà, ℰm è Rm ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò. Ìû

áóäåì èçáåãàòü òàêèõ îòîæäåñòâëåíèé, âñåãäà ïîíèìàÿ ïîä Rm

ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, à ïîä ℰm � m�ìåðíîå åâêëèäîâî àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Ôîðìàëèçîâàííîå òàêèì îáðàçîì ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òðèâèàëüíûì (åãî àòëàñ ñîñòîèò èç

îäíîé êàðòû) m�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì êëàññà C∞ ñ êàðòîé

(ℰm, 𝒟m), ãäå 𝒟m = 𝒜m ∘ 𝒳m; òîïîëîãèÿ â ℰm èíäóöèðóåòñÿ èç

Rm.

� Ïîñêîëüêó â õîäå èçëîæåíèÿ àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà ðàçíûõ

ðàçìåðíîñòåé îäíîâðåìåííî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òî èíäåêñ m
ó 𝒳m, 𝒜m, 𝒟m äàëåå íå óêàçûâàåì.
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Физическое пространство

Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî 𝒫
ôîðìàëèçóåòñÿ êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ

êðèâèçíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìåñòà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷êè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â òåðìèíàõ

êàðòðèðóþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó àêñèîìû Âåéëÿ óæå íå

âûïîëíÿþòñÿ, òî ïîíÿòèå òðàíñëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà òåðÿåò

ñìûñë. Ëîêàëüíî, âåêòîðíûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

äîïîëíèòåëüíîé íàäñòðîéêè íàä 𝒫 � âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì.

Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé àôôèííî�åâêëèäîâî ôèçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé: âñå

ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îòîæäåñòâëÿþòñÿ è

ïðåäñòàâëÿþòñÿ åäèíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì �

òðàíñëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì 𝒱. Îïðåäåëÿåòñÿ ðèìàíîâà

ìåòðèêà, êàê ôóíêöèÿ g : 𝒫 → T𝒫 ⊗ T𝒫, çíà÷åíèÿ êîòîðîé

åñòü äåôèíèòíûå ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ íà

TX𝒫.
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Погружения и вложения

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Погружения и вложения

Ñðåäè îòîáðàæåíèé êëàññà 𝒞r (Mn; Nm) âûäåëèì òå, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ ðåãóëÿðíîñòè â êàæäîé òî÷êå Mn.

Ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ

Òî÷êà p ∈ Mn íàçûâàåòñÿ регулярной точкой отображения
κ ∈ 𝒞r (Mn; Nm), åñëè êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå κ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè p èìååò ìàòðèöó ßêîáè â òî÷êå 𝜙(p) (ãäå
(U, 𝜙) � êàðòà, ñîäåðæàùàÿ p) ðàíãà min{m, n}.

C r�èììåðñèÿ

Â ñëó÷àå n 6 m, îòîáðàæåíèå κ ∈ 𝒞r (Mn; Nm), ðåãóëÿðíîå â
êàæäîé òî÷êå p ∈ Mn, íàçûâàåòñÿ C r�иммерсией
(погружением).
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Погружения и вложения

Ïóñòü n 6 m.

C r�âëîæåíèÿ

Îòîáðàæåíèå κ ∈ 𝒞r (Mn; Nm) íàçûâàåòñÿ C r�вложением,
åñëè

(i) κ ÿâëÿåòñÿ C r�èììåðñèåé;

(ii) κ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, ò.å. íà

ïîäïðîñòðàíñòâî κ(Mn) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Nm.
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Конфигурации

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Конфигурации

Ñîîáðàæåíèå î ïîðÿäêå ãëàäêîñòè

Ïîëàãàåì, ÷òî òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíû

C r�ñòðóêòóðàìè ñ îäèíàêîâûìè r > 1.

Êîíôèãóðàöèè

Ñâÿçü ìåæäó òåëîì, êàê êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, è ìíîæåñòâîì ìåñò ýòèõ òî÷åê â

ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

îòîáðàæåíèÿ κ : B → 𝒫, íàçûâàåìîãî конфигурацией.
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Конфигурации

Ïðåäïîëîæåíèå

Êîíôèãóðàöèÿ κ : B → 𝒫 ÿâëÿåòñÿ C r�èììåðñèåé.

Îáðàç êîíôèãóðàöèè, êàê C r�èììåðñèè B íà 𝒫, ìîæåò èìåòü
òî÷êè самопересечения. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ

äîïóñòèìû (ñåò÷àòûå îáîëî÷êè), â äðóãèõ èì ñîîòâåòñòâóåò

ôèçè÷åñêè íåîñóùåñòâèìîå ñàìîïðîíèêíîâåíèå. Äëÿ

âûäåëåíèÿ êëàññà êîíôèãóðàöèé, îáðàçû êîòîðûõ íå èìåþò

ñàìîïåðåñå÷åíèé, áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå óçêèé êëàññ

êîíôèãóðàöèé.

Ðåãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè

Ïîä регулярной конфигурацией κ òåëà B ìû áóäåì

ïîíèìàòü C r�âëîæåíèå B â 𝒫.
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Конфигурации

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ïðèìåðû äâóìåðíûõ òåë,

ïðåäñòàâëÿåìûõ ìíîãîîáðàçèÿìè: ëåíòîé Ìåáèóñà è

ïîâåðõíîñòüþ Êëåéíà.

Âîçìîæíîñòü âëîæåíèÿ èëè ïîãðóæåíèÿ ýòèõ òåë â ôèçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî çàâèñèò îò åãî ðàçìåðíîñòè è òîïîëîãè÷åñêîé

ñòðóêòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëåíòû Ìåáèóñà ìîæíî

îïðåäåëèòü êîíôèãóðàöèþ, îáðàç êîòîðîé � òî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ℰ3:

x(r , 𝜙) =
(︁
3+ r cos

𝜙

2

)︁
cos𝜙i+

(︁
3+ r cos

𝜙

2

)︁
sin𝜙j+ r sin

𝜙

2
k,

ãäå (r , 𝜙) ∈ ]− 1, 1[× [0, 2𝜋[. Çäåñü i, j, k � îðòû äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò, à x � âåêòîð ìåñòà òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ýòî

ìíîæåñòâî íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî,

êîíôèãóðàöèÿ ðåãóëÿðíà. Â òî æå âðåìÿ, ïðîåêöèÿ ýòîãî

ìíîæåñòâà íà ëþáóþ ïëîñêîñòü, íàïðèìåð, XOY, íå ÿâëÿåòñÿ

âëîæåíèåì â äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Конфигурации

Рис.: Двумерное тело — лента Мебиуса
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Конфигурации

Ïîâåðõíîñòü (¾áóòûëêà¿) Êëåéíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

ℰ3 îòîáðàæåíèåì

x(t, 𝜃) = 𝛼(t)+r(t) (cos 𝜃G (𝜏(t)) + sin 𝜃k) , (t, 𝜃) ∈ ]0, 2𝜋[×[0, 2𝜋[,

ãäå 𝛼(t) = a(1− cos t)i+ b sin t(1− cos t)j,

r(t) = c − d(t − 𝜋)
√︀
t(2𝜋 − t), G (x i+ y j) = −y i+ x j,

𝜏(t) = ‖𝛼′(t)‖−1𝛼′(t). Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è,

ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì. Îäíàêî, åãî îáðàç â

ℰ3 èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
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Конфигурации

Рис.: Двумерное тело — поверхность Клейна
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Конфигурации

Íàèìåíüøèì ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîå ìîæíî

âëîæèòü ïîâåðõíîñòü Êëåéíà, ÿâëÿåòñÿ ℰ4 ∼= R4.

Ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè

Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî n�ìåðíîãî C r�ìíîãîîáðàçèÿ Mn, ãäå

r > 2, ñóùåñòâóåò C r�âëîæåíèå Mn â R2n+1.

Ñèëüíàÿ òåîðåìà Óèòíè

Ëþáîå ãëàäêîå n�ìåðíîå (n > 1) ìíîãîîáðàçèå ìîæíî

ïîãðóçèòü â R2n−1 è ìîæíî âëîæèòü â R2n. Ïðè ýòîì, çíà÷åíèÿ

2n − 1 è 2n íåóëó÷øàåìû.

По поводу теорем Уитни см. следующую литературу:
(i) Хирш М. Дифференциальная топология. — М.: ИО НФМИ, 1999. —
280 с.

(ii) Adachi M. Embeddings and immersions. — American Mathematical Soc.,

2012. — 183 p.
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Подмногообразия

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Подмногообразия

Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ

Ïóñòü (M, SM) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, N ⊂ M �

íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî ïðåâðàòèòü â òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëèâ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ

SN = {V ∈ 2N | ∃U ∈ SM (V = N ∩ U)}.

Ìîæíî äîêàçàòü (ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå àêñèîì

òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà), ÷òî (N, SN) � òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ подпространством
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, SM), à òîïîëîãèÿ SN �

индуцированной, èëè наследственной топологией.
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Подмногообразия

Êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ

Ïóñòü N ⊂ M. Îòîáðàæåíèå

jN : N → M, p ↦→ p,

íàçûâàåòñÿ канонической инъекцией.

Çàìå÷àíèå

Îòîáðàæåíèÿ

jN : N → M, Id : N → N,

ãäå Id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþòñÿ разными
îòîáðàæåíèÿìè, òàê êàê èìåþò ðàçíûå îáëàñòè ïðèáûòèÿ.
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Подмногообразия

Äî ýòîãî ìû íå àêöåíòèðîâàëè âíèìàíèå íà òîì, ÷òî ìû

ïîíèìàåì ïîä îòîáðàæåíèåì. Îäíàêî, â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì

çàìå÷àíèåì, íåîáõîäèìî ïîÿñíåíèå.

Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü M, N � ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèåì f : M → N
íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà f = (M, F , N), ãäå
ìíîæåñòâî F ⊂ M×N óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀x ∈ M ∃!y ∈ N ((x , y) ∈ F ).

Òîò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y , êîòîðûé â ïàðå ñ x ñîäåðæèòñÿ â

F , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f (x). Òàêèì îáðàçîì,

((x , y) ∈ F ) ⇔ (y = f (x)).

Литература:

Бурбаки Н. Теория множеств. — М.: Мир, 1965. — 456 с. (Глава II, стр. 90)
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Подмногообразия

Ïóñòü Mn � C r�ìíîãîîáðàçèå.

Îïðåäåëåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Ìíîæåñòâî N ⊂ M, ÿâëÿþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè è ñíàáæåííîå

ãëàäêîé ñòðóêòóðîé, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé êàíîíè÷åñêàÿ

èíúåêöèÿ jN : N → M áóäåò C r�âëîæåíèåì, íàçûâàåòñÿ

вложенным C r�подмногообразием Mn.

Êîðàçìåðíîñòü

Íàçîâåì ÷èñëî k = dimM− dimN коразмерностью N â M.

Ïðèìåð

Âëîæåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 1 �

гиперповерхности.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 78/149



Подмногообразия

Ïóñòü ñíîâà Mn � C r�ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð

Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ⊂ Mn ìîæíî íàäåëèòü

ñòðóêòóðîé C r�ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ

èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ è C r�ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà

ñóæåíèåì êàðò Mn íà O. Ïîëó÷åííîå C r�ìíîãîîáðàçèå

íàçûâàåòñÿ открытым подмногообразием Mn.

Òåîðåìà

Âëîæåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Mn, èìåþùèå êîðàçìåðíîñòü 0 �

îòêðûòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Mn è òîëüêî îíè.

Литература:

Lee J.M. Introduction to Smooth Manifolds. — Springer New York, 2012. —

708 p. doi: 10.1007/978-1-4419-9982-5

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 79/149



Образ тела как подмногообразие физического

пространства

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Ðåãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ ïîçâîëÿåò èíäóöèðîâàòü íà

ìíîæåñòâî κ(B) C r�ñòðóêòóðó òåëà B è, òåì ñàìûì,

óñòàíîâèòü íà κ(B) ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝒫.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êàê ïîäïðîñòðàíñòâî 𝒫,
ïðîñòðàíñòâî κ(B) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì, ñî ñ÷åòíîé áàçîé.

Î ̂︀κ−1

Îòîáðàæåíèå

̂︀κ : B → κ(B), ̂︀κ(X) = κ(X),

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Îáðàòíûé ãîìåîìîðôèçì �̂︀κ−1 : κ(B) → B.
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Çàìå÷àíèå

×àùå âñåãî â ðàáîòàõ ïî ìåõàíèêå êîíòèíóóìà ïèøóò íå ̂︀κ−1, à

κ−1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì, íî ôîðìàëüíî íåïðàâèëüíûì. Ìû

áóäåì ñòàðàòüñÿ èçáåãàòü òàêèõ îáîçíà÷åíèé.

Àòëàñ íà κ(B)

Ïóñòü íà òåëå B âûáðàí íåêîòîðûé C r�àòëàñ

A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I . Òàê êàê B =
⋃︀
𝛼∈I

U𝛼, òî κ(B) =
⋃︀
𝛼∈I

κ(U𝛼).

Êîìïîçèöèè 𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1|κ(U𝛼) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè κ(U𝛼)
íà RdimB. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Aκ = {(κ(U𝛼), 𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1|κ(U𝛼))}𝛼∈I åñòü C r�àòëàñ íà κ(B) è îí

ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ C r�ñòðóêòóðó.

Ñëåäîâàòåëüíî, κ(B) åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimB ñ îïðåäåëåííîé âûøå C r�ñòðóêòóðîé.
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ jκ(B) : κ(B) → 𝒫.
Ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

jκ(B) = κ ∘ ̂︀κ−1.

Â êàðòàõ èç àòëàñà Aκ íà κ(B) è àòëàñà B = {(Vj , 𝜓j)}j∈J íà

𝒫 èìååì:

𝜓 ∘ jκ(B) ∘ (𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1)−1 = 𝜓 ∘ κ ∘ ̂︀κ−1 ∘ ̂︀κ ∘ 𝜙−1

𝛼 =

= 𝜓 ∘ κ ∘ 𝜙−1
𝛼 ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì κ.
Ñëåäîâàòåëüíî, jκ(B) ÿâëÿåòñÿ C r�èììåðñèåé. Ïîñêîëüêó ïðè

ýòîì jκ(B) � ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç, òî îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì, ÷òî jκ(B) ÿâëÿåòñÿ C r�âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîñòðàíñòâî κ(B) ñ C r�ñòðóêòóðîé, ïîðîæäàåìîé àòëàñîì Aκ,

ÿâëÿåòñÿ вложенным C r�подмногообразием 𝒫.
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé P = ℰ3. Ïóñòü B � äâóìåðíîå

òåëî. Â ýòîì ñëó÷àå, ðåãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ : B → ℰ3

åñòü âëîæåíèå äâóìåðíîãî òåëà â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì 𝒮 = κ(B). Åñëè A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I
åñòü C r�àòëàñ íà òåëå, òî Aκ = {(κ(U𝛼), 𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1|κ(U𝛼))}𝛼∈I ,
êàê îòìå÷àëîñü âûøå, åñòü C r�àòëàñ íà 𝒮. Òàêèì îáðàçîì,

òî÷êè 𝒮 ëîêàëüíî îïèñûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè (𝜉1, 𝜉2) �
îáðàçàìè òî÷åê 𝒮 ïðè îòîáðàæåíèè

𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1|κ(U𝛼) : κ(U𝛼) → R2.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîâåðõíîñòåé ÷èñëà 𝜉1, 𝜉2 íàçûâàþò
криволинейными координатами на поверхности.
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Òî÷êà P(𝜉1, 𝜉2) = (κ ∘ 𝜙−1
𝛼 )(𝜉1, 𝜉2) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ℰ3,

ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î çíà÷åíèè ïîëÿ âåêòîðîâ ìåñòà 𝒳 íà

íåé: 𝒳 (P(𝜉1, 𝜉2)) = (κ ∘ 𝜙−1
𝛼 )(𝜉1, 𝜉2)− O. Òàêèì îáðàçîì, â

ðàìêàõ îäíîé êàðòû èìååì ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

ïîâåðõíîñòè:

(𝜉1, 𝜉2) ↦→ (𝒳 ∘ κ ∘ 𝜙−1
𝛼 )(𝜉1, 𝜉2).

Âûñêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùåé

äèàãðàììîé:
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Образ тела как подмногообразие физического

пространства

Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, ïðåáûâàþùåãî â ôèçè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå, è îïðåäåëèâøåãî íà íåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (àòëàñ), îáðàç òåëà κ(B) äîëæåí
îïèñûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, èíäóöèðîâàííûìè

ââåäåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â P. Ïðè ýòîì, óäîáíî

ïîäîáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â P, ñîîòâåòñòâóþùóþ

ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó, ÷òîáû ÷èñëî íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé

êîîðäèíàò íà îáðàçå òåëà ñîîòâåòñòâîâàëî åãî ðàçìåðíîñòè.

Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñôåðà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé

ïîâåðõíîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, öèëèíäð �

öèëèíäðè÷åñêèõ, è òàê äàëåå. Èì ñîîòâåòñòâóþò äâà

íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, à íå òðè, êàê äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ýòî òàêæå ñïðàâåäëèâî. Îí áóäåò

ðàññìîòðåí äàëåå.
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Теорема о выпрямлении

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Теорема о выпрямлении

Ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ

òåîðåìó:

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U → Rm �

C r�îòîáðàæåíèå ñ r > 1, à p � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà f . Ïðè ýòîì,

n 6 m. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü W òî÷êè f (p),
îòêðûòîå ìíîæåñòâî W1 ⊂ Rm è C r�äèôôåîìîðôèçì

F : W → W1 òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè

V ⊂ Rn òî÷êè p,

F ∘ f : (x1, . . . , xn) ↦→ Rn ∋ (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) ∈ Rm.

Ïðèâåäåíà ñîêðàùåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû. Ïîëíóþ

ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â

Введение в топологию. 2-е изд., доп. / Ю.Г. Борисович, Н.М. Близняков,

Я.А. Израилевич, Т.Н. Фоменко. — М.: Наука. Физматлит, 1995. — 416 с.
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Теорема о выпрямлении

Ñìûñë ñ òî÷êè çðåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò

Äèôôåîìîðôèçì F−1 îïðåäåëÿåò êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

(𝜉1, . . . , 𝜉n) â ïðîñòðàíñòâå Rm, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f
èìååò âèä:

𝜉1 = x1, . . . , 𝜉n = xn, 𝜉n+1 = 0, . . . , 𝜉m = 0.

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ðåçóëüòàòà, èçëîæåííîãî äàëåå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 89/149



Теорема о выпрямлении

Ðàññìîòðèì C r�âëîæåíèå κ : Mn → Nm îäíîãî

C r�ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå; çäåñü n 6 m. Â ìàêñèìàëüíîì

àòëàñå çàäàííîé C r�ñòðóêòóðû íà Nm ñóùåñòâóåò

ïîäìíîæåñòâî {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I , ïîêðûâàþùåå κ(Mn) è
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: ãîìåîìîðôèçìû

𝜙𝛼 : U𝛼 → Rn × Rm−n,

òàêîâû, ÷òî 𝜙−1
𝛼 (Rn) = U𝛼 ∩ κ(Mn). Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå

â κ(Mn) ìíîæåñòâà U𝛼 ∩ κ(Mn) â ñîâîêóïíîñòè ñ

îòîáðàæåíèÿìè

𝜙−1
𝛼 |Rn : Rn → U𝛼 ∩ κ(Mn),

çàäàþò C r�àòëàñ, îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó n�ìåðíîãî
C r�ìíîãîîáðàçèÿ íà κ(Mn). Åå íàçûâàþò ñòðóêòóðîé,
ñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé Nm.
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Теорема о выпрямлении

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììå

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 91/149



Конфигурации и движения

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Конфигурации и движения

Ëþáîå C r�ïîãðóæåíèå κ : B → P áóäåì íàçûâàòü

C r�êîíôèãóðàöèåé, èëè ïðîñòî êîíôèãóðàöèåé, à ëþáîå

C r�âëîæåíèå κ : B → P � регулярной конфигурацией.
×åðåç ̂︀C(B; P) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé

òåëà B, à ÷åðåç C(B; P) ⊂ ̂︀C(B; P) � ìíîæåñòâî âñåõ

ðåãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèé òåëà B.

Çàìå÷àíèå

Â íàñòîÿùåì êóðñå ïîä êîíôèãóðàöèåé ïîíèìàåòñÿ

îòîáðàæåíèå, à íå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ìåñò â ôèçè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíåå åñòü îáðàç ìíîæåñòâà B, ò.å. κ(B).
Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü формой òåëà B.
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Конфигурации и движения

Äâèæåíèå

Äâèæåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ

êîíòèíóàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíôèãóðàöèé,

îïðåäåëÿþùèõ êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ôîðì. Ôîðìàëèçàöèÿ

ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ]t1, t2[ = T ⊂ R � õðîíîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (t1,
t2 ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè, ëèáî áåñêîíå÷íûìè). Îòîáðàæåíèå
T → C(B; P), êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó t ∈ T
íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ κt , ò.å. t ↦→ κt , ïðåäñòàâëÿåò

движение B çà èíòåðâàë T.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 94/149



Конфигурации и движения

Êîíôèãóðàöèè è äåôîðìàöèè

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 95/149



Конфигурации и движения

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òðåõìåðíîãî

òâåðäîãî òåëà, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ существование
глобальной единообразной конфигурации, образ которой
(форма) может быть целиком погружен в евклидово
физическое пространство. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ

îòñ÷åòíîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì κR (reference). Äâèæåíèå

òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå åãî îòñ÷åòíîé ôîðìû

κR(B) â àêòóàëüíóþ κt(B), ïðåäñòàâëÿåìîå îòîáðàæåíèåì Δt :

Δt = ̂︁κt ∘ ̂︁κR
−1 : κR(B) → κt(B),

ò.å. деформацией òåëà èç κR(B) â κt(B).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 96/149



Конфигурации и движения

Êîíôèãóðàöèè è äåôîðìàöèè

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 97/149



Конфигурации и движения

Çàìå÷àíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåë ñ íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöèÿìè

ïðåäïîëîæåíèå о существовании глобальной
единообразной формы, которая может быть вложена в
аффинно–евклидово физическое пространство, íå ìîæåò
áûòü ïðèíÿòî. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå

îïèñàíèå ñïîñîáà âëîæåíèÿ òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ

óêàçàíèåì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà åãî

èíäèâèäóàëüíîé îòñ÷åòíîé ôîðìû.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 98/149



Локализация

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

Принцип локализации

Инфинитезимальная лока-
лизация

12 Простой материал

13 Заключение
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Локализация

Принцип локализации ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåò ôèçè÷åñêóþ

èäåþ áëèçêîäåéñòâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ñîñòîÿíèå (îòêëèê)

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì,

èñêàæåíèÿìè ýòîé îêðåñòíîñòè, à èñêàæåíèÿ âî âíåøíåé ïî

îòíîøåíèþ ê íåé ÷àñòè òåëà âíîñÿò ïðåíåáðåæèìî ìàëûé

âêëàä.

Ïóñòü P = ℰ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(X) îêðåñòíîñòü òî÷êè X ∈ B,

à ÷åðåç 𝒩X � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 100/149



Локализация

Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè

Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé

𝜓 : B → 𝒱m, òàêèõ, ÷òî 𝜓(X) = 0, ñîîòíîøåíèåì:

(𝜓 ∼ 𝜓) ⇔ (∃N ∈ 𝒩X ∀Z ∈ N 𝜓(Z) = 𝜓(Z)).

Ïóñòü òåïåðü κ ∈ C(B; ℰ). Ëîêàëèçàöèÿ êîíôèãóðàöèè κ â

òî÷êå X îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

𝜓 = κ − κ(X),

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 𝜓(X) = 0. Ýòîé ôóíêöèè

ñîîòâåòñòâóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Φ(κ, X). Ïîëó÷åííîå
îòíîøåíèå ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé C(B; ℰ) íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì

ôàêòîðìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ

êîíôèãóðàöèé è îáîçíà÷àòü CB; X.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 101/149



Инфинитезимальная локализация

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P èìååò

àôôèííî�åâêëèäîâó ñòðóêòóðó, ℰ . Êàðòðèðîâàíèå ℰ áóäåì

îñóùåñòâëÿòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ñ ïîìîùüþ äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò è íåêîòîðûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòèõ

êàðòðèðîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ äâå êîïèè Rm: ïðîñòðàíñòâî Rm
d ,

ñîäåðæàùåå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, è ïðîñòðàíñòâî Rm
c ,

ñîäåðæàùåå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû.

Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè X ∈ B âûáåðåì ñîäåðæàùóþ åå êàðòó

(U𝛼, 𝜙𝛼), òî åñòü, X ∈ U𝛼 ⊂ B, 𝜙𝛼 : Rn → U𝛼. Äëÿ
êîíôèãóðàöèè κ ∈ C(B; ℰm) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

κ𝛼 = κ ∘ 𝜙𝛼 : Rn → ℰ ;

κ𝛼 = 𝒳 ∘ κ : Rn → 𝒱;

κd ; 𝛼 = 𝒟 ∘ κ : Rn → Rm
d ,

ãäå îòîáðàæåíèÿ 𝒳 è 𝒟 îïðåäåëåíû ðàíåå.
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Инфинитезимальная локализация

Çàìå÷àíèå

Îòîáðàæåíèå κ𝛼 ðåàëèçóåò êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê: êîðòåæàì èõ êîîðäèíàò â êàðòå (U𝛼, 𝜙𝛼)
ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå èõ ìåñòà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,

òî åñòü ýëåìåíòû òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ℰ .
Îòîáðàæåíèå κ𝛼 îñóùåñòâëÿåò ¾âåêòîðèçàöèþ¿

êîíôèãóðàöèè: êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå, ïðåäñòàâëåííîé

êîîðäèíàòàìè êàðòû (U𝛼, 𝜙𝛼), ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

ìåñòà, îïðåäåëÿþùèé åå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî

ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò â ℰ .
Îòîáðàæåíèå κd ; 𝛼 îñóùåñòâëÿåò ¾àðèôìåòèçàöèþ¿

êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëÿÿ âåêòîðû ìåñòà â äåêàðòîâîì

áàçèñå êîðòåæàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 103/149



Инфинитезимальная локализация

Ïîìèìî äåêàðòîâûõ, â ℰ ìîãóò áûòü ââåäåíû êðèâîëèíåéíûå

êîîðäèíàòû ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ íåêîòîðîãî àòëàñà

A = {(𝜓𝛽, V𝛽)}𝛽∈J . Ïóñòü (𝜓𝛽, V𝛽) � êàðòà íà ℰ , äëÿ êîòîðîé

κ(X) ∈ V𝛽 . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

κc; 𝛼, 𝛽 = 𝜓−1

𝛽 ∘κ∘𝜙𝛼 : Rn ⊃ 𝜙−1
𝛼 (U𝛼∩κ−1(V𝛽)) → 𝜓−1

𝛽 (V𝛽∩κ(U𝛼)) ⊂ Rm
c ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò äëÿ òî÷åê èç U𝛼 êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

èõ ìåñò â ℰ (â îáðàçå êîíôèãóðàöèè κ). Îòîáðàæåíèå

fc; 𝛽 = (𝒟 ∘ 𝜓𝛽)−1 : Rm
d → Rm

c

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â

êðèâîëèíåéíûå. Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå îòîáðàæåíèå, ìîæíî

çàïèñàòü:

𝜓−1

𝛽 = fc; 𝛽 ∘ 𝒟.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò âûðàæåíèå äëÿ κc; 𝛼, 𝛽 :

κc; 𝛼, 𝛽 = 𝜓−1

𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼 = fc; 𝛽 ∘ 𝒟 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼,

è ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ κc; 𝛼, 𝛽 è κd ; 𝛼:

κd ; 𝛼 = f −1

c; 𝛽 ∘ κc; 𝛼, 𝛽.

Ýòîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììà

(W𝛼𝛽 = U𝛼 ∩ κ−1(V𝛽)):

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 104/149



Инфинитезимальная локализация

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 105/149



Инфинитезимальная локализация

Ïóñòü κ, 𝛾 ∈ C(B; ℰm) � äâå êîíôèãóðàöèè, à Δ = κ ∘ 𝛾−1 �

îïðåäåëÿåìàÿ èìè äåôîðìàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå Δ â

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

Δd = κd∘𝛾−1

d = 𝒟∘κ∘𝛾−1∘𝒟−1 : Rm
d ⊃ [𝒟∘𝛾](B) → [𝒟∘κ](B) ⊂ Rm

d ,

Ýòî îòîáðàæåíèå ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè Rm,

èìåþùåå êëàññ C r . Ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè Δ è Δd

èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà:
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Åñëè (V𝛿, 𝜓𝛿) � êàðòà, ñîäåðæàùàÿ 𝛾(X), òî òà æå ñàìàÿ
äåôîðìàöèÿ Δ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàòàõ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

Δc = κc ∘ 𝛾−1
c = 𝜓−1

𝛽 ∘ κ ∘ 𝛾−1 ∘ 𝜓𝛿.

Ñâÿçü ìåæäó Δ è Δc ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå

(W𝛼𝛽𝛿 = U𝛼 ∩ κ−1(V𝛽) ∩ 𝛾−1(V𝛿)):
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Ïîñêîëüêó κd ; 𝛼 = f −1

c; 𝛽 ∘ κc; 𝛼, 𝛽 , 𝛾d ; 𝛼 = f −1

c; 𝛿 ∘ 𝛾c; 𝛼, 𝛿, òî äëÿ Δd

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Δd = κd ∘ 𝛾−1

d = (f −1

c; 𝛽 ∘κc) ∘ (f −1

c; 𝛿 ∘ 𝛾c)
−1 = f −1

c; 𝛽 ∘Δc ∘ fc; 𝛿. (3)

Ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè Δc è Δd èëëþñòðèðóåò

äèàãðàììà (W𝛼𝛽𝛿 = U𝛼 ∩ κ−1(V𝛽) ∩ 𝛾−1(V𝛿)):
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îòîáðàæåíèå Δd ìåæäó îòêðûòûìè

ïîäìíîæåñòâàìè Rm
d ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì, è ñîãëàñíî

èçâåñòíûì òåîðåìàì àíàëèçà, îíî ìîæåò áûòü ëîêàëüíî

ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëîé Òåéëîðà:

Δd([𝒟∘𝛾](X)+h) = Δd([𝒟∘𝛾](X))+J[𝒟∘𝛾](X); Δd
[h]+o(‖h‖), ïðè h → 0,

ãäå J[𝒟∘𝛾](X); Δd
∈ Lin(Rm

d ; Rm
d ) � ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå,

êîòîðîå â åñòåñòâåííîì áàçèñå Rm ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

m ×m ìàòðèöåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

[J[𝒟∘𝛾](X); Δd
]ij =

𝜕[𝜋im ∘Δd(z
1, . . . , zm)]

𝜕z j

⃒⃒⃒⃒
[𝒟∘𝛾](X)

.

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè κ, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî X è ïðè n = m,
J[𝒟∘𝛾](X); Δd

= LX ∈ Invlin(Rm
d ; Rm

d ). Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
Invlin(Rm; Rm) åñòü ðåàëèçàöèÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû

(äðóãàÿ èçîìîðôíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû åñòü

ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ m ×m ìàòðèö GL(m, R)).
Òåïåðü âñå ïîäãîòîâëåíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ

êîíôèãóðàöèé.
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Инфинитезимальная локализация

(i) Декартовы координаты, dimB = dim ℰm = m. Ïîëàãàåì,
÷òî äâå êîíôèãóðàöèè κ, 𝛾 ∈ C(B; ℰm) ýêâèâàëåíòíû â

òî÷êå X, ò.å. κ ∼X 𝛾, åñëè

J[𝒟∘𝛾](X); Δd
= Id, Δd = κd ∘ 𝛾−1

d ,

ãäå Id � åäèíèöà ãðóïïû Invlin(Rm
d ; Rm

d ) îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé. Èç ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ∼X ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ êîíôèãóðàöèé C(B; ℰm) â
ñòðîãîì ñìûñëå. Ðàçáèåíèå C(B; ℰm) íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç CB; X, à ñàìè êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè � ÷åðåç 𝒦X. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

ââåäåííîãî îòíîøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè

κ ∼X 𝛾, òî äåôîðìàöèÿ Δ = κ ∘ 𝛾−1 ïåðåâîäèò áåç èñêàæåíèé

(ñ òî÷íîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà) ìàëûé îáúåì, îêðóæàþùèé

òî÷êó 𝛾(X), â ìàëûé îáúåì, îêðóæàþùèé òî÷êó κ(X).
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Инфинитезимальная локализация

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ κd ; 𝛼, ïîëó÷àåì:

J𝜙−1
𝛼 (X); κd ; 𝛼

= KX ∈ Invlin(Rm; Rm
d ).

Èç ïðàâèë öåïíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî если κ, 𝛾 ∈ 𝒦X, конфигурации

κ в точке X соответствует KX ∈ Invlin(Rm; Rm
d ), а

конфигурации 𝛾 в той же точке � GX ∈ Invlin(Rm; Rm
d ), то

KX = GX. Справедливо и обратное утверждение.

Òàêèì îáðàçîì êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò

KX ∈ Invlin(Rm; Rm
d ). Ñëåäóÿ W. Noll, áóäåì íàçûâàòü åãî

локальной конфигурацией, à LX � локальной деформацией.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî KX íåñåò â ñåáå ñóáúåêòèâíóþ

èíôîðìàöèþ î êàðòðèðîâàíèè òåëà, â òî âðåìÿ, êàê â LX
èíôîðìàöèÿ î êàðòðèðîâàíèè èñêëþ÷åíà. Îäíàêî, LX íåñåò â

ñåáå èíôîðìàöèþ ñðàçó î äâóõ êîíôèãóðàöèÿõ.
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Çàìå÷àíèå

При смене карт в пределах одной C r�структуры, разбиение

конфигураций на классы эквивалентности, ассоциированное с

фиксированной точкой X, не меняется. Òî åñòü, 𝒦X íå çàâèñèò

îò êàðòðèðîâàíèÿ. Ýòî îáîñíîâûâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì Δd è

âîçìîæíûì ñóæåíèåì êàðòû.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå íà êëàññû íå çàâèñèò îò

êàðòðèðîâàíèÿ, à ¾èäåíòèôèêàòîðû¿ êëàññîâ

KX ∈ Invlin(Rm; Rm
d ) � çàâèñÿò.

Èç òîãî, ÷òî Invlin(Rm
d ; Rm

d ) � ãðóïïà, è òåîðåìû

Êîøè�Êîâàëåâñêîé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Если

L ∈ Invlin(Rm
d ; Rm

d ), KX � локальная конфигурация,

представляющая класс 𝒦X, то существует класс 𝒦′
X, который

представляется локальной конфигурацией L ∘ KX.
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Инфинитезимальная локализация

(ii) Криволинейные координаты, dimB = dim ℰm = m.
Ïóñòü κ, 𝛾 ∈ C(B; ℰm) � äðóãàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Â ñèëó

ðåãóëÿðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíôèãóðàöèé,

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δc

= LX ∈ Invlin(Rm
c ; Rm

c ).

Ïîëå (ek)
m
k=1

, 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉m) ↦→ (ei |𝜉)mi=1
, ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â

êàðòå (V𝛽, 𝜓𝛽) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ek =
𝜕(𝒳 ∘ 𝜓𝛽)

𝜕𝜉k
, 𝒳 ∘ 𝜓𝛽 : Rm

c → 𝒱m, k = 1, . . . , m.
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Çàìå÷àíèå

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ek ∘ 𝜓−1

𝛽 â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò

ïîëå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ, îïðåäåëåííîå â òî÷êàõ

V𝛽 ⊂ ℰm. Åñëè ek = ujk ij , òî ïî îïðåäåëåíèþ,

ujk =
𝜕[𝜋j

m∘𝒟∘𝜓𝛽 ]

𝜕𝜉k
=

𝜕[𝜋j
m∘f −1

c; 𝛽 ]

𝜕𝜉k
. Ïîýòîìó, ìàòðèöà ßêîáè

îòîáðàæåíèÿ f −1

c; 𝛽 åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ðåïåðà äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ê êîîðäèíàòíîìó ðåïåðó êðèâîëèíåéíîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíôèãóðàöèé κ è 𝛾 â

òî÷êå X, ñôîðìóëèðîâàííîãî îòíîñèòåëüíî Δd = κd ∘ 𝛾−1

d ,

ïîëó÷èì åãî ôîðìóëèðîâêó îòíîñèòåëüíî Δc = κc ∘ 𝛾−1
c . Ïóñòü

κ ∼X 𝛾, òîãäà J[𝒟∘𝛾](X); Δd
= Id.
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Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè è òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δc

= J[𝒟∘κ](X); fc; 𝛽 ∘ J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); f −1

c; 𝛿
.

Ïóñòü h = hk1k ∈ Rm
c . Òîãäà

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); f −1

c; 𝛿
[h] =

𝜕[𝜋j
m∘f −1

c; 𝛿 ]

𝜕𝜉k

⃒⃒⃒⃒
[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X)
hk1j , îòêóäà

𝒜−1 ∘ J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); f −1

c; 𝛿
[h] = hkek |[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X).
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Инфинитезимальная локализация

Ïîëîæèì R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X) := 𝒜−1 ∘ J[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X); f −1
c; 𝛿
. Òîãäà1

R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X)[h] = hkek |[𝜓−1

𝛿 ∘𝛾](X). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå

äëÿ Δc ïðèìåò âèä:

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δc

= R−1

[𝜓−1
𝛽 ∘κ](X)

∘ R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X). (4)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî

ïåðåíîñà Ipar. Âåêòîð èç Rm
c , àññîöèèðîâàííûé ñ òî÷êîé

[𝜓−1

𝛿 ∘ 𝛾](X), ïåðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì R[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X) â

òðàíñëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòòóäà, îïåðàòîðîì R−1

[𝜓−1
𝛽 ∘κ](X)

ïîëó÷åííûé âåêòîð îòîáðàæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Rm
c è

àññîöèèðóåòñÿ ñ òî÷êîé [𝜓−1

𝛽 ∘ κ](X). Ýòî ñîîáðàæåíèå
èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà

1В диадном разложении, R𝛿 = ek ⊗ 𝜋k
m.
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(iii) dimB = n < dim ℰm. Ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ èìååò ðàíã n,
ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî ñâåñòè ýòîò ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó íå

óäàåòñÿ. Îäíàêî κ(B) ìîæíî ïîêðûòü êàðòàìè èç

ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà ℰm, òàêèìè, ÷òî â òî÷êàõ κ(B) îòëè÷íû
îò íóëÿ òîëüêî ïåðâûå n ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå κc ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îòîáðàæåíèå ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè Rn è ê íåìó

ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèÿ èç ïðåäûäóùåé ÷àñòè.

(iv) Неевклидово физическое пространство P.

Îáîáùàÿ (4), ñêàæåì, ÷òî äâå êîíôèãóðàöèè κ, 𝛾 ∈ C(B; ℰm)
ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå X, ò.å. κ ∼X 𝛾, åñëè

J[𝜓−1
𝛿 ∘𝛾](X); Δc

= ̂︀I𝛾(X)→κ(X)
par

,

ãäå ̂︀I𝛾(X)→κ(X)
par � çàðàíåå çàäàííûé îïåðàòîð ïàðàëëåëüíîãî

ïåðåíîñà.
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Локальные конфигурации

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíôèíèòèçåìàëüíîé ëîêàëèçàöèè

êîíôèãóðàöèé äëÿ ïðîñòûõ ìàòåðèàëîâ êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè J𝜙−1
𝛼 (X); κd ; 𝛼

, êîòîðûå, ñëåäóÿ W. Noll, áóäåì

íàçûâàòü локальными конфигурациями. Êàæäîìó òàêîìó

êëàññó ïðèíàäëåæèò íåêîòîðàÿ îäíîðîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ KR ,

êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò òðàíñôîðìàöèþ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ

îáúåìîâ îäèíàêîâî � ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

J𝜙−1
𝛼 (X); κd ; 𝛼

.
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Локальные конфигурации

Ñðåäè âñåõ êëàññîâ 𝒦X (ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé),

àññîöèèðîâàííûõ ñ òî÷êîé X, îñîáóþ ðîëü èãðàåò êëàññ 𝒦R
X ,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òåñòîâàÿ îòñ÷åòíàÿ (åäèíîîáðàçíàÿ)

êîíôèãóðàöèÿ, ò.å. òà, êîòîðàÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ â ýêñïåðèìåíòå

ïðè èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèîíàëà îòêëèêà. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ

êëàññîâ îáðàçóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå

òî÷êàìè òåëà B:

RefB = {𝒦R
X}X∈B. (5)

Âûáèðàÿ èç êëàññîâ ñåìåéñòâà (5) ëþáûå êîíôèãóðàöèè κR
X (ïî

îäíîé èç êàæäîãî êëàññà), ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êîíôèãóðàöèé,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ òðàíñôîðìèðóåò ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñ

îòâå÷àþùåé åìó òî÷êîé X â åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó:

RefB = {κR
X}X∈B. (6)
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Локальные конфигурации

Ïîëåçíûì äëÿ èíòåðïðåòàöèè åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé

êîíôèãóðàöèè ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî (6), â êîòîðîì âûáèðàþòñÿ

îäíîðîäíûå êîíôèãóðàöèè KR
X ∈ 𝒦R

X , ò.å.

RefB = {KR
X }X∈B. (7)

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñåìåéñòâó (6) ñîîòâåòñòâóåò êîíòèíóàëüíîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòèõ êîíôèãóðàöèé, âû÷èñëåííûõ â

èíôèíèòåçèìàëüíûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê � ¾îñêîëêîâ¿ òåëà B,

ãåîìåòðè÷åñêè íåñîâìåñòíûõ (ìîçàèêà îñêîëêîâ íå

ñêëàäûâàåòñÿ â ñâÿçàííóþ ôîðìó), íî íàõîäÿùèõñÿ â

ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ýêâèâàëåíòíîì òåñòîâîìó îáðàçöó.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 124/149



Локальные конфигурации

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó ¾îñêîëêó¿ ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ òðàíñôîðìàöèÿ èç ñòàíäàðòíîãî

èíôèíèòåçèìàëüíîãî êóáà � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ

èíôèíèòèçåìàëüíà è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê � è ìíîæåñòâó

κR(X) ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå êîíòèíóàëüíîå
ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ òðàíñôîðìàöèé. Åñëè òåëî ïîäâåðãàòü

îäíîðîäíîìó äåôîðìèðîâàíèþ, ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàÿ

ýëåìåíòû ñåìåéñòâà (7), òî âñå åãî ýëåìåíòàðíûå îáúåìû â òîé

æå î÷åðåäè îêàæóòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè.
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Единообразная локальная форма

Рис.: Единообразная локальная форма. Случай κR
Xi

̸= κR
Xj
,

i , j ̸= 1, 2, 3
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Единообразная локальная форма

Рис.: Единообразная локальная форма. Случай κR
Xi

= κR
Xj
,

i , j ̸= 1, 2, 3
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Единообразная локальная форма

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âîçìîæíî îòûñêàòü ñåìåéñòâî (6), â

êîòîðîì âñå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé

κ0, òî òàêîå òåëî îáëàäàåò íàòóðàëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè

(îäíîé èëè íåñêîëüêèìè), è κ0 � îäíà èç íèõ.

Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ïîëàãàåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ

òðàíñôîðìàöèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñå÷åíèå

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ýòà ãèïîòåçà ôîðìàëèçóåò èäåþ î

òîì, ÷òî íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèè ïîðîæäàåòñÿ ãëàäêèìè

ôèçè÷åñêèìè ïîëÿìè (äåôåêòîâ, óñàäêè è ò.ï.).

Ãëàäêîå ïîëå ëèíåéíûõ òðàíñôîðìàöèé, ïðèìåíÿåìûõ ê

êîîðäèíàòíûì ðåïåðàì, ôîðìàëèçóåò ïðîöåäóðó ïîäâèæíîãî

ðåïåðà Äàðáó�Êàðòàíà è ¾ãåîìåòðèçóåò¿ ìíîãîîáðàçèå B.

Òàêàÿ ¾ãåîìåòðèçàöèÿ¿ ïîçâîëÿåò îïèñàòü ôèçè÷åñêèå

ýôôåêòû, âûçâàííûå íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöèÿìè, íà ÿçûêå

äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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Простой материал

1 Тело как топологическое
пространство

2 Гладкие многообразия

3 Тело как гладкое многообра-
зие

4 Физическое пространство

5 Погружения и вложения

6 Конфигурации

7 Подмногообразия

8 Образ тела как подмного-
образие физического про-
странства

9 Теорема о выпрямлении

10 Конфигурации и движения

11 Локализация

12 Простой материал

13 Заключение
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Функционал отклика

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îòêëèêà ìàòåðèàëà íà

(ëîêàëüíûå) òðàíñôîðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë

îòêëèêà, ïðåäñòàâëåííûé îòîáðàæåíèÿìè òèïà B → Rk .

Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå. Íåò íóæäû îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî

ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òåë, êàê ýòî ïðèíÿòî â

êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ôóíêöèîíàë îòêëèêà

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí äëÿ òåë, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå òåìïåðàòóðíûìè, îïòè÷åñêèìè,

ýëåêòðè÷åñêèìè, ìàãíèòíûìè è ò.ä. ïîëÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî îòêëèê òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ïî

óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó ïîëåé, â êîòîðîì äåôîðìàöèÿ

ïðåäñòàâëåíà òîëüêî ïîëåì ëîêàëüíûõ äåôîðìàöèé.
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Функционал отклика

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îòêëèêà òåëà ñëåäóåò îñíàñòèòü

ìíîæåñòâî B äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè,

ïðåäñòàâëÿþùèìè ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ïîëÿ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ, òàêèå, êàê óïðóãîñòü,

âÿçêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, ìàãíèòíàÿ

ïðîíèöàåìîñòü, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè, ò.å. îíè àññîöèèðîâàíû

ñ èíäèâèäóàëüíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé X ∈ B, à íå ñî âñåì

òåëîì â öåëîì. Äðóãèå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîííîå

âçàèìîäåéñòâèå, îïðåäåëÿþòñÿ ïî äâóì è áîëåå ðàçëè÷íûì

òî÷êàì. Òàêèå âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿþò íåëîêàëüíûå

ñâîéñòâà òåëà. Â ðàìêàõ êîíöåïöèè ïðîñòîãî òåëà

ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî åãî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà.
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Простое тело

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå простого тела (W. Noll). Ïóñòü R �

ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ äåñêðèïòîðàìè

îòêëèêà (ïîëå íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð òàêîãî

äåñêðèïòîðà). Íåïðåðûâíîå òåëî B áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì

òåëîì ïî îòíîøåíèþ ê R , åñëè îíî íàäåëåíî ñòðóêòóðîé

ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè ℛ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåò êàæäîé òî÷êå X
îòîáðàæåíèå

ℛX : CB; X → R, ℛX : 𝒦X ↦→ r ∈ R,

òî åñòü, ïðè âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ κ ∈ 𝒦X îòêëèê

òåëà â îêðåñòíîñòè òî÷êè X � çíà÷åíèå ℛX � îäèí è òîò æå.
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Материальный изоморфизм

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, îïèðàÿñü íà èíòóèöèþ. Òåïåðü,

èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííîå âûøå îòîáðàæåíèå îòêëèêà òåëà, ìû

ìîæåì äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.

×òîáû ïðèäàòü ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë âûñêàçûâàíèþ î òîì,

÷òî ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îêðåñòíîñòè VX ⊂ P îáðàçà

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X â êîíôèãóðàöèè κ íåîòëè÷èìî îò

ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îêðåñòíîñòè VY ⊂ P îáðàçà äðóãîé

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè Y â êîíôèãóðàöèè 𝜔, ââåäåì ïîíÿòèå

материального изоморфизма.
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Материальный изоморфизм

Â íà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

äâóõ ÷àñòåé îáðàçîâ òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðèíÿòîãî äëÿ ýòîãî òåëà

ôóíêöèîíàëà îòêëèêà: åñëè åãî çíà÷åíèÿ äëÿ ëþáûõ òî÷åê èç

VX è VY, âû÷èñëÿåìûå íà ëþáûõ äîïóñòèìûõ äåôîðìàöèé,

ñîâïàäàþò, òî VX è VY ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíî èçîìîðôíûìè.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà, äàò÷èêè êîòîðîãî

çàêðåïëåíû â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ èç VX è VY, ñîâïàäàþò äëÿ

ëþáûõ äîïóñòèìûõ äåôîðìàöèé, ñîâåðøàåìûõ íàä òåëîì.

Êîëè÷åñòâåííî, ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì

ðàâåíñòâîì:

∀κ1, κ2 ∈ C(B; P) ∀X′ ∈ κ−1(VX) ∀Y′ ∈ 𝜔−1(VY), (8)

ℛ(X′, 𝛾 ∘ κ) = ℛ(Y′, 𝛾 ∘ 𝜔),

ãäå 𝛾 = κ1 ∘ κ−1

2
.
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Материальный изоморфизм

Åñëè ïîëàãàòü îêðåñòíîñòè VX è VY èíôèíèòåçèìàëüíûìè, òî

ñîîòíîøåíèå (8) çàïèøåòñÿ â âèäå

∀κ1, κ2 ∈ C(B; P) ℛ(X, 𝛾 ∘κ) = ℛ(Y, 𝛾 ∘𝜔), 𝛾 = κ1 ∘κ−1

2
.

(9)

Ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â îïðåäåëåíèè

ëîêàëèçàöèè, óñëîâèå (9) áóäåì íàçûâàòü èíôèíèòåçèìàëüíûì

ìàòåðèàëüíûì èçîìîðôèçìîì.
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Материальный изоморфизм

Îòîáðàæåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå èçîìîðôèçì, îïðåäåëÿåò

äåôîðìàöèþ èç ôîðìû κ(B) â ôîðìó 𝜔(B), òî åñòü,

ΦX↦→Y = 𝜔 ∘ κ−1.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå κ0 = 𝛾 ∘ κ, òî ñîîòíîøåíèå (9)
ïðèìåò âèä:

∀κ1,κ2 ∈ C(B;P) ℛ(X,κ0) = ℛ(Y,κ0∘ΨX↦→Y), 𝛾 = κ1∘κ−1

2
,

ãäå ΨX ↦→Y = κ−1 ∘ 𝜔 : B → B � àâòîìîðôèçì ìàòåðèàëüíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ (îòîáðàæåíèå òåëà B íà ñåáÿ). Ýòî îòîáðàæåíèå

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ AutB. Ïî

òåðìèíîëîãèè W. Noll, òàêîå îòîáðàæåíèå � материальный

изоморфизм.

Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò îòíîøåíèÿ îòîáðàæåíèé,

èñïîëüçóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèè ΨX↦→Y:
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Материальный изоморфизм
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Материальный изоморфизм

Êîììåíòàðèè ê äèàãðàììå:

Íà ýòîé äèàãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: κX,

κY � êîíôèãóðàöèè, òðàíñôîðìèðóþùèå îêðåñòíîñòè òî÷åê X,
Y â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå; KR

X , K
R
Y � îäíîðîäíûå

êîíôèãóðàöèè, òðàíñôîðìèðóþùèå ýòè îêðåñòíîñòè â òî æå

ñîñòîÿíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ýòèõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ

îòêëèêîì ℛ, çíà÷åíèÿ ¾ïðèáîðà¿, ñèìâîëè÷åñêè óêàçàííîãî íà

äèàãðàììå ñòðåëêîé, íàïðàâëåííîé íà åãî ¾øêàëó¿ Rk , îäíè è

òå æå. Äåôîðìàöèÿ, ïðè êîòîðîé òåëî èç ôîðìû, â êîòîðîé

îêðåñòíîñòü òî÷êè X íàõîäèòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè,

òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ôîðìó, â êîòîðîé îêðåñòíîñòü òî÷êè Y
îêàçûâàåòñÿ â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè, îáîçíà÷åíà äóãîâîé

ñòðåëêîé ΦX↦→Y. Ìàòåðèàëüíûå èçîìîðôèçìû îáîçíà÷åíû

öèêëè÷åñêîé ñòðåëêîé.
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Материальный изоморфизм

Âñå ôóíêöèîíàëû îòêëèêà, óêàçàííûå íà äèàãðàììå,

ïðèíèìàþò îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ â Rk ,

ℛ(X, κX) = ℛ(X, KR
X ), ℛ(Y, κY) = ℛ(Y, KR

Y ),

ïîñêîëüêó κX, K
R
X è κY, K

R
Y ïîïàðíî ïðèíàäëåæàò îäíèì è òåì

æå êëàññàì, è, ïî óñëîâèþ,

∀𝛾 ℛ(X, 𝛾 ∘ κX) = ℛ(Y, 𝛾 ∘ κY).

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà ìàòåðèàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ AutB
ñîäåðæèò ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé, ïîâîðîòîâ è èçìåíåíèÿ

ìàñøòàáà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè

âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
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Материальный изоморфизм

Ëîêàëüíûå åäèíîîáðàçíûå êîíôèãóðàöèè κX èëè KR
X

õàðàêòåðèçóþò ñïîñîá òðàíñôîðìàöèè òåëà, ïðè êîòîðîì

ýëåìåíòàðíûé îáúåì, ñîäåðæàùèé òî÷êó X, ïåðåéäåò â
åäèíîîáðàçíîå ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Äâîéñòâåííîå ê íèì

ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà èç åäèíîîáðàçíîãî

îòñ÷åòíîãî ñîñòîÿíèÿ â íàïðÿæåííîå, ðåàëèçóåìîå â íåêîòîðîé

êîíôèãóðàöèè κR , áóäåì, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè G. Maugin,

íàçûâàòü èìïëàíòîì ImpX. Ïðè ýòîì, àðãóìåíò èìïëàíòà �

ýëåìåíòàðíûé îáúåì â åäèíîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè � ÿâëÿåòñÿ

¾óíèâåðñàëüíûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì¿, èç êîòîðîãî ìîæåò

áûòü ïîñòðîåíî âñå òåëî B. Ýòîò ¾ñòðîèòåëüíûé áëîê¿ �

архетип � ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äîñòàòî÷íî ìàëóþ ÷àñòü

òåëà (íàñòîëüêî ìàëóþ, ÷òî åå öåëèêîì ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â

åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå), êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ

èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëà, ò.å. ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà

îòêëèêà (ñì. äèàãðàììó).
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Материальный изоморфизм

Íà äèàãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

KX, KY � îäíîðîäíûå äåôîðìàöèè, ïåðåâîäÿùèå òî÷êó X
(ñîîòâåòñòâåííî, Y) â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå; ImpX, ImpY �

ñîîòâåòñòâóþùèå èìïëàíòû, Arch � àðõåòèï. Îòîáðàæåíèÿ κX,

κY � åäèíîîáðàçíûå îòñ÷åòíûå êîíôèãóðàöèè, òî åñòü,

∀κ ∈ C(B; P) ℛ(X, κ ∘ κX) = ℛ(Y, κ ∘ κY).
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KX, KY � îäíîðîäíûå îòñ÷åòíûå äåôîðìàöèè, êîòîðûå

òðàíñôîðìèðóþò ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê κR(X), óêàçàííûõ â
èíäåêñàõ, â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè òåëî èñïûòûâàåò

äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ïîî÷åðåäíî ðåàëèçóþòñÿ âñå KX, òî

íàáëþäàòåëü áóäåò âèäåòü ïîî÷åðåäíîå ðåëàêñèðîâàíèå ÷àñòåé

òåëà â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. LocX è LocY � îïåðàòîðû

ëîêàëèçàöèè, êîòîðûå ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå îáðàçó òåëà

κX(B) (èëè κY(B)) îáðàç åãî ÷àñòè, ñîäåðæàùèé òî÷êó X.
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Èìåííî,

LocX : κX(B) ↦→ κX(PX), LocY : κY(B) ↦→ κY(PY),

ãäå PX, PY � ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà

κR(B):

PX = κ−1

R (Part(κR(B),κR(X))), PY = κ−1

R (Part(κR(B),κR(Y)));

Part (A, X ) � ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A, ñîäåðæàùåãî
òî÷êó X . Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ

íàä ìíîæåñòâîì κ(B) ⊂ P , òî åñòü ôîðìîé òåëà, ïîñêîëüêó

ôîðìà íàáëþäàåìà, à ñàìî òåëî � íåò.
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NormX è NormY � îïåðàòîðû íîðìàëèçàöèè; îòîáðàæåíèÿ,

ñóæàþùèå ÷àñòè òåëà äî ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî

òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà, îáùåãî äëÿ âñåõ. Òàêèì òî÷å÷íûì

ìíîæåñòâîì ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, øàð, ò.å.

NormX : κX(PX) ↦→ κX(PX), NormY : κY(PY) ↦→ κY(PY),

ãäå PX � øàð ñ öåíòðîì â öåíòðîèäå ôîðìû κX(PX),
ôèêñèðîâàííîãî äëÿ âñåõ X ðàäèóñà. Ýòîò ðàäèóñ äîñòàòî÷íî

ìàë, íàñòîëüêî, ÷òî ýòîò øàð ìîæíî âïèñàòü âî âñå ôîðìû

κX(PX) è κY(PY).
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Â îáùåì ñëó÷àå, ýâîëþöèÿ òåëà ïðåäïîëàãàåò èçìåíåíèå âî

âðåìåíè ìíîãîîáðàçèÿ B, ñåìåéñòâà îòñ÷åòíûõ ôîðì RefB è

àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè κt , îñóùåñòâëÿþùåé âëîæåíèå B â

P.

Ñëó÷àé, êîãäà B è RefB íå èçìåíÿþòñÿ, à ìåíÿåòñÿ ëèøü κt ,

ñîîòâåòñòâóåò äåôîðìèðîâàíèþ (äâèæåíèþ) òåëà â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Ñëó÷àé, êîãäà B íå èçìåíÿåòñÿ, à RefB
è κt ðàçëè÷íû â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóåò

äåôîðìèðîâàíèþ è îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿùåé ïåðåñòðîéêå

âíóòðåííåé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, óñàäêå, ïëàñòè÷åñêèì

ýôôåêòàì è ò.ï. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå B òàê æå

ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ÷òî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðèòîêîì èëè

îòòîêîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì, â îáùåì ñëó÷àå

èçìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ B, â ÷àñòíîñòè, èçìåíÿþòñÿ

òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû B (íàïðèìåð, Ýéëåðîâà

õàðàêòåðèñòèêà 𝜒.
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Âèçóàëèçàöèÿ îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïðèâåäåíà íà ñëåäóþùåì

ðèñóíêå. Íà íåì ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òåëà, òîïîëîãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíîãî n�ïîëíîòîðèþ, â õîäå êîòîðîé, çà ñ÷åò
ïðèñîåäèíåíèÿ ýêñòðàìàòåðèàëà, ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿåòñÿ

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà 𝜒.

Рис.: Изменение топологической структуры тела в процессе его

эволюции
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Заключение

Êðàòêî ðåçþìèðóåì ïåðâóþ ÷àñòü êóðñà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåë ñ íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöèÿìè,

îñíîâàíû íà ñëåäóþùèõ ãèïîòåçàõ:

1. Òåëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì B.

2. Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì P.

3. Ôèçè÷åñêèå ôåíîìåíû, àññîöèèðîâàííûå ñ òåëîì, ìîãóò
áûòü îïèñàíû ýëåìåíòàìè C r�ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé íà B.

4. Ôîðìû òåëà îïðåäåëÿþòñÿ C r�îòîáðàæåíèÿìè B → P.

4a. Ýòè îòîáðàæåíèÿ � ïîãðóæåíèÿ (êîíôèãóðàöèè).

4b. Ýòè îòîáðàæåíèÿ � âëîæåíèÿ (ðåãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè).

5. Òåëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ò.å. åãî îòêëèê îïðåäåëÿåòñÿ

èíôèíèòåçèìàëüíî ëîêàëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ îòêëèêà òåëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðîìó

çàäàííîìó âëîæåíèþ (ïîãðóæåíèþ) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü

êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ åäèíîîáðàçíûõ ôîðì.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè îòêëèêà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü:

A. Ýâîëþöèþ âëîæåíèé.

B. Ýâîëþöèþ ñåìåéñòâà ëîêàëüíûõ åäèíîîáðàçíûõ ôîðì.

C. Ýâîëþöèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû òåëà.
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