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Разделы курса

1 Òåëî êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

2 Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû-2

3 Òåëî êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîäîëæåíèå)

4 Ýëåìåíòû òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

5 Îòîáðàæåíèÿ âèäà 𝜙 : M → N

6 Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 2/154



Тело как топологическое пространство

1 Тело как топологическое пространство
Концепция тела
Пример тела, его конфигураций и деформаций

2 Математические основы-2

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий

5 Отображения вида 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию
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Тело как топологическое пространство

Òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

� Ðàáîòàåì ñ äâóìÿ îáúåêòàìè � òåëîì è ôèçè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì. Íàáëþäåíèÿ ïðîèñõîäÿò íàä ¾âîïëîùåíèÿìè¿
òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
� Òåëî, ñàìî ïî ñåáå, íå îáÿçàíî ïîâòîðÿòü ïîëíîñòüþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â
ýêñïåðèìåíòå ìû íàáëþäàåì ëèøü äåôîðìèðîâàííûå îáðàçû
ýòîãî òåëà. Ýòà ìûñëü àëëåãîðè÷åñêè óêàçàíà â ðàáîòå
Ýïøòåéíà: ¾Òåëî ïðåáûâàåò â ïëàòîíîâîì ìèðå ÷èñòûõ èäåé,
êîòîðûé ìû íèêîãäà íå ñìîæåì óâèäåòü, îäíàêî ïðîÿâëåíèÿ
ýòîãî ìèðà ìû îùóùàåì â îáëèêå êîíôèãóðàöèé, ò.å.
¾âîïëîùåíèé¿ òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå¿.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 4/154



Тело как топологическое пространство

Noll, W., A mathematical theory of the mechanical behavior of
continuous media. Arch. Rational Mech. Anal. 2,197-226 (1958).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 5/154



Тело как топологическое пространство

Êîíôèãóðàöèè è äåôîðìàöèè
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Конфигурации и деформации. Пример

Òåëî è åãî îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

Â êà÷åñòâå òåëà B ðàññìàòðèâàåì êóá, à â êà÷åñòâå îáðàçà
îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ℰ
ðàññìàòðèâàåì ïîëûé öèëèíäð.

Ïîçèöèè â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

x = ix + jy + kz

Ïàðàìåòðèçàöèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

x = ir cos 𝜃 + jr sin 𝜃 + kz ,

x = r cos 𝜃, y = r sin 𝜃, z = z
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Конфигурации и деформации. Пример

Ïîëå ëîêàëüíûõ âåêòîðíûõ áàçèñîâ (öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû)

e1 = er =
𝜕x

𝜕r
= i cos 𝜃 + j sin 𝜃,

e2 = e𝜃 =
𝜕x

𝜕𝜃
= −ir sin 𝜃 + jr cos 𝜃,

e3 = ez =
𝜕x

𝜕z
= k

Ïîëå âçàèìíûõ áàçèñîâ

e1 = er = er , e2 = e𝜃 = R−2e𝜃, e3 = ez = ez

Ïîëå ôèçè÷åñêèõ áàçèñîâ

er̂ =
er

‖er‖
= er , e𝜃 =

e𝜃
‖e𝜃‖

=
1

r2
e𝜃, eẑ =

ez
‖ez‖

= ez
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Конфигурации и деформации. Пример

Îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

𝛾 : (R,Θ,Z ) ↦→ X,

X = iR cosΘ + jR sinΘ + kZ ,

ãäå (R,Θ,Z ) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê êóáà.

Òåêóùàÿ êîíôèãóðàöèÿ

κ : (R,Θ,Z ) ↦→ x,

x =
√︀
AR2 + B

(︀
i cos(CΘ + DZ ) + j sin(CΘ + DZ )

)︀
+ k(EΘ + FZ ),

ãäå B,C ,D,E ,F � ôóíêöèè âðåìåíè.
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Конфигурации и деформации. Пример

Çàìå÷àíèå

Вложение может иметь разрыв на плоскости Θ = 𝜋, что не нарушает
гипотезу о гладкости, поскольку множество Θ = 𝜋 – граница замыкания
тела (на рис. отмечена цветом).
Иными словами, рассматриваем цилиндр с разрезом по плоскости,
который меняет структуру связей. (соседние точки по разные стороны от
разреза непосредственно не связаны).
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Конфигурации и деформации. Пример

Âíèìàíèå!

Äâå êîíôèãóðàöèè ââîäÿò äâå ïàðàìåòðèçàöèè ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, ïîäîáíûå öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì!

Ñâÿçü äâóõ ñèñòåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

r =
√︀
AR2 + B, 𝜃 = CΘ + DZ , z = EΘ + FZ

Òàêèì îáðàçîì, â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû ïÿòü
ñåìåéñòâ âåêòîðíûõ áàçèñîâ

Îòñ÷åòíûé Òåêóùèé Ôèçè÷åñêèé

eR eR er er er̂
eΘ eΘ e𝜃 e𝜃 e𝜃
eZ eZ ez ez eẑ
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Конфигурации и деформации. Пример

Äåôîðìàöèÿ 𝜆 = 𝛾−1 ∘ κ : X ↦→ x â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

x =
{︁√︁

A((X·i)2 + (X·j)2) + B
}︁⎧⎨⎩i cos

⎡⎣C arccos

⎛⎝ X·i√︁
(X·i)2 + (X·j)2

⎞⎠+ Dk·X

⎤⎦+

+j sin

⎡⎣C arccos

⎛⎝ X·i√︁
(X·i)2 + (X·j)2

⎞⎠+ Dk·X

⎤⎦⎫⎬⎭+

+ k

⎧⎨⎩E arccos

⎛⎝ X·i√︁
(X·i)2 + (X·j)2

⎞⎠+ Fk·X

⎫⎬⎭ .

Äåôîðìàöèÿ 𝜆 = 𝛾−1 ∘ κ : X ↦→ x â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

x = X·
(︁
eR ⊗ er + eZ ⊗ ez

)︁
= rer + zez .
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Конфигурации и деформации. Пример

Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè

F =
AR√

AR2 + B
er ⊗eR +C e𝜃⊗eΘ+F ez⊗ez +E ez⊗eΘ+D e𝜃⊗eZ

Òåíçîð äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà

B =
A2R2

r2
er̂ ⊗ er̂ + r2

(︂
C 2

R2
+ D2

)︂
e𝜃 ⊗ e𝜃+

+

(︂
E 2

R2
+ F 2

)︂
eẑ ⊗ eẑ + r

(︂
CE

R2
+ DF

)︂
(e𝜃 ⊗ eẑ + eẑ ⊗ e𝜃)
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Конфигурации и деформации. Пример

Ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà

I1 = r2D2 + F 2 +
A(−2r2B + B2 + r4(1 + C 2) + r2E 2)

r4 − r2B

Âòîðîé èíâàðèàíò òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà

I2 =
1

r4 − r2B
A(((r2 − B)2 + r4C 2)F 2 − 2r4CDFE+

+ A(r2 − B)(r2C 2 + E 2) + r2D2((r2 − B)2 + r2E 2))
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Математические основы-2

1 Тело как топологическое пространство

2 Математические основы-2
Кардиналы и ординалы
Элементы теории метрических пространств
Элементы общей топологии

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий

5 Отображения вида 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию
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Мощность множества

� Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒳 равномощно ìíîæåñòâó 𝒴, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå 𝒳 íà 𝒴.
� Îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
(∼). Êëàññ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî 𝒳 , íàçûâàåòñÿ
мощностью множества 𝒳 , à òàêæå кардиналом, èëè
кардинальным числом множества 𝒳 è îáîçíà÷àþò
ñèìâîëîì card 𝒳 . Åñëè 𝒳 ∼ 𝒴, òî ïèøóò card 𝒳 = card 𝒴.
� Ãîâîðÿò, ÷òî êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà 𝒳 не больше
êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâà 𝒴, è ïèøóò card 𝒳 6 card 𝒴,
åñëè 𝒳 ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà 𝒴.
Èòàê,

(card 𝒳 6 card 𝒴) := (∃𝒵 ⊂ 𝒴 (card 𝒳 = card 𝒵)).
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Мощность множества

1 (card𝒳 6 card𝒴)∧(card𝒴 6 card𝒵) =⇒ (card𝒳 6 card𝒵)
(î÷åâèäíî).

2 (card𝒳 6 card𝒴)∧(card𝒴 6 card𝒳 ) =⇒ (card𝒳 = card𝒴)
(òåîðåìà Øð¼äåðà � Áåðíøòåéíà).

3 ∀𝒳 ∀𝒴 (card 𝒳 6 card 𝒴) ∨ (card 𝒴 6 card 𝒳 ) (òåîðåìà
Êàíòîðà).

� Ãîâîðÿò, ÷òî êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà 𝒳 меньше
êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâà 𝒴, è ïèøóò card 𝒳 < card 𝒴,
åñëè card 𝒳 6 card 𝒴 è â òî æå âðåìÿ card 𝒳 ̸= card 𝒴.
Èòàê,

(card 𝒳 < card 𝒴) := (card 𝒳 6 card 𝒴) ∧ (card 𝒳 ̸= card 𝒴).

� Теорема Кантора. card 𝒳 < card 𝒫(𝒳 ).
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Трансфинитные кардинальные числа

� Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ конечным (ïî Äåäåêèíäó), åñëè îíî
íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ бесконечным.
� Ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
трансфинитным кардинальным числом (òðàíñôèíèòíûì
÷èñëîì).
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Алгебраические операции над кардинальными числами

Ïóñòü 𝛼 = card ℰ , 𝛽 = card ℱ � äâà êàðäèíàëüíûõ ÷èñëà.
� ×åðåç 𝛼 + 𝛽 îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà,
ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé,
îäíî èç êîòîðûõ ðàâíîìîùíî ℰ , à äðóãîå � ℱ .
� ×åðåç 𝛼𝛽 îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ℰ × ℱ .
� ×åðåç 𝛼𝛽 îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ℰℱ âñåõ
îòîáðàæåíèé èç ℱ â ℰ .

Ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé

i) àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,
ii) àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ,
iii) äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ,
iv) (𝛼)𝛽(𝛼)𝛾 = (𝛼)𝛽+𝛾 , 𝛼𝛾𝛽𝛾 = (𝛼𝛽)𝛾 , (𝛼𝛽)𝛾 = (𝛼)𝛽𝛾 .

Теорема. Åñëè 𝛼 è 𝛽 � äâà êàðäèíàëüíûõ ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
0 è åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ òðàíñôèíèòíî, òî ñóììà
𝛼 + 𝛽 è ïðîèçâåäåíèå 𝛼𝛽 ðàâíû íàèáîëüøåìó èç íèõ.
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Отношение частичного порядка

� Отношением частичного порядка íà ìíîæåñòâå 𝒳
íàçûâàþò îòíîøåíèå ℛ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: ∀x , y , z ∈ 𝒳
1∘ xℛx (ðåôëåêñèâíîñòü);
2∘ xℛy ∧ yℛx =⇒ x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);
3∘ (xℛy) ∧ (yℛz) =⇒ xℛz (òðàíçèòèâíîñòü).
Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì 4,
êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî áóêâû ℛ.
� ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 𝒳 ñ çàäàííûì íà í¼ì
÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì 4𝒳 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (𝒳 , 4𝒳 ).
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Монотонные отображения и подобные множества

� Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : (𝒳 , 4𝒳 ) −→ (𝒴, 4𝒴)
íàçûâàåòñÿ монотонным, åñëè

∀x , y ∈ 𝒳 (x 4𝒳 y =⇒ f(x) 4𝒳 f(y)).

� Îòîáðàæåíèå f : (𝒳 , 4𝒳 ) −→ (𝒴, 4𝒴) íàçûâàåòñÿ
подобным, åñëè:

1 f � áèåêöèÿ;

2 f , f −1 ìîíîòîííû.

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâà 𝒳 è 𝒴 íàçûâàþòñÿ подобными.
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Вполне упорядоченные множества. Отношение порядка

� Ïîðÿäîê 4 íà ìíîæåñòâå 𝒳 íàçûâàåòñÿ полным, à
ìíîæåñòâî 𝒳 � вполне упорядоченным, åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ:

1 4 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê (îïðåäåëåíèå 2.18);

2 ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî 𝒴 ⊂ 𝒳 èìååò ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò.

� Âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (𝒳 , 4𝒳 ) эквивалентно
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (𝒴, 4𝒴), òî åñòü 𝜔(𝒳 , 𝒴),
åñëè 𝒳 ïîäîáíî 𝒴.
� Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ðàññìàòðèâàåìîìó
îòíîøåíèþ íàçûâàåòñÿ порядковым числом, èëè
ординалом, ординальным числом.
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Спираль ординалов

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 23/154



Метрическое пространство

Ïóñòü 𝒳 � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Íà ìíîæåñòâå 𝒳
îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà метрического пространства ⇐⇒
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ (ìåòðèêà)

d : 𝒳 × 𝒳 −→ R,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1 (d(x , y) = 0) ⇒ (x = y) (àêñèîìà òîæäåñòâà);

2 ∀x , y ∈ 𝒳 (d(x , y) = d(y , x)) (àêñèîìà ñèììåòðèè);

3 ∀x , y , z ∈ 𝒳 (d(x , y) 6 d(x , z) + d(z , y)) (àêñèîìà
òðåóãîëüíèêà).

Ïàðà (𝒳 , d) íàçûâàåòñÿ метрическим пространством.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 24/154



Открытые и замкнутые множества

� Ïóñòü (𝒳 , d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî

ℬ(a; r) := {x ∈ 𝒳 | d(a, x) < r}, r > 0,

íàçûâàåòñÿ открытым шаром ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ 𝒳
ðàäèóñà r , èëè r -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.
� Ìíîæåñòâî 𝒴 ⊂ 𝒳 íàçûâàåòñÿ открытым â (𝒳 , d), åñëè äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ 𝒴 ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð ℬ(x ; r) ñ
öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, òàêîé, ÷òî ℬ(x ; r) ⊂ 𝒴.
� Ìíîæåñòâî ℱ ⊂ 𝒳 íàçûâàåòñÿ замкнутым â (𝒳 , d), åñëè
ìíîæåñòâî 𝒢 = 𝒳 ∖ ℱ � îòêðûòîå â (𝒳 , d).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 25/154



Открытые и замкнутые множества

Ïðèìåðû

� ∅, 𝒳 � îòêðûòûå (è îäíîâðåìåííî çàìêíóòûå) ìíîæåñòâà â
(𝒳 , d).
� ℬ(x ; r) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (𝒳 , d).
� Åñëè 𝒪 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (𝒳 , d), òî íàéäÿ äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ∈ 𝒪 îòêðûòûé øàð ℬ(x ; rx) ⊂ 𝒪, rx > 0, èìååì

𝒪 =
⋃︁
x∈𝒪

ℬ(x ; rx).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 26/154



Открытые и замкнутые множества

Óòâåðæäåíèå

a) Ïóñòü {𝒢𝛼}𝛼∈I � ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ â (𝒳 , d) ìíîæåñòâ
𝒢𝛼, 𝛼 ∈ I . Òîãäà

⋃︀
𝛼∈I

𝒢𝛼 � îòêðûòîå â (𝒳 , d) ìíîæåñòâî.

b) Ïóñòü {𝒢i}mi=1
� êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ â (𝒳 , d)

ìíîæåñòâ 𝒢i , i = 1, . . .m. Òîãäà
m⋂︀
i=1

𝒢i � îòêðûòîå â (𝒳 , d)

ìíîæåñòâî.
c) Ïóñòü {ℱi}mi=1

� êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ â (𝒳 , d)

ìíîæåñòâ ℱi , i = 1, . . .m. Òîãäà
m⋃︀
i=1

ℱi � çàìêíóòîå â (𝒳 , d)

ìíîæåñòâî.
d) Ïóñòü {ℱ𝛼}𝛼∈I � ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ â (𝒳 , d) ìíîæåñòâ
ℱ𝛼, 𝛼 ∈ I . Òîãäà

⋂︀
𝛼∈I

ℱ𝛼 � çàìêíóòîå â (𝒳 , d) ìíîæåñòâî.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 27/154



Окрестность точки

Ïóñòü (𝒳 , d𝒳 ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî
𝒰(x) ⊂ 𝒳 íàçûâàåòñÿ окрестностью точки ∈ 𝒳 , åñëè îíî
ñîäåðæèò ýòó òî÷êó, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝒪, îòêðûòîå â
(𝒳 , d𝒳 ), òàêîå, ÷òî

x ∈ 𝒪 ⊂ 𝒰(x).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 28/154



Подпространство метрического пространства

Ïóñòü (𝒳 , d𝒳 ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, 𝒴 ⊂ 𝒳 � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
ïîëîæèâ

d𝒴 = (d𝒳 )|𝒴 .

Ïîñòðîåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (𝒴, d𝒴) íàçûâàåòñÿ
подпространством ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (𝒳 , d𝒳 ).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 29/154



Подпространство метрического пространства

Ñòðóêòóðà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ïîäïðîñòðàíñòâå
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Теорема. Ïóñòü (𝒳 , d𝒳 ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (𝒴, d𝒴)
� åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
a) 𝒪1 ⊂ 𝒴 � îòêðûòî â (𝒴, d𝒴) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝒪 ⊂ 𝒳 � îòêðûòîå â (𝒳 , d𝒳 ), òàêîå, ÷òî

𝒪1 = 𝒴 ∩ 𝒪.

b) ℱ1 ⊂ 𝒴 � çàìêíóòî â (𝒴, d𝒴) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ℱ ⊂ 𝒳 � çàìêíóòîå â (𝒳 , d𝒳 ), òàêîå,
÷òî

ℱ1 = 𝒴 ∩ ℱ .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 30/154



Определение топологического пространства

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒳 íàäåëåíî структурой
топологического пространства, èëè íàäåëåíî топологией,
èëè ÷òî 𝒳 åñòü топологическое пространство, åñëè óêàçàíà
ñèñòåìà S ïîäìíîæåñòâ 𝒳 (íàçûâàåìûõ открытыми
множествами â 𝒳 ), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 ∅ ∈ S, 𝒳 ∈ S.

2 (∀𝛼 ∈ A (𝒮𝛼 ∈ S)) =⇒
⋃︀
𝛼∈A

𝒮𝛼 ∈ S.

3 (𝒮i ∈ S, i = 1, . . . , n) =⇒
n⋂︀

i=1

𝒮i ∈ S.

Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïàðà
(𝒳 , S), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà 𝒳 è ñèñòåìû S âûäåëåííûõ
åãî ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìîé топологией è îáëàäàþùåé
ñâîéñòâàìè 1, 2, 3.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 31/154



Определение топологического пространства

Çàìå÷àíèå

Îáúåäèíåíèå любого ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ òîïîëîãèè S
ïðèíàäëåæèò S, íî ïåðåñå÷åíèå конечного числа ýëåìåíòîâ
S ïðèíàäëåæèò S.

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

� Ïóñòü (𝒳 , S) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî
ℱ ⊂ 𝒳 íàçûâàåòñÿ замкнутым â (𝒳 , S), åñëè ìíîæåñòâî
𝒢 = 𝒳 ∖ ℱ � îòêðûòîå â (𝒳 , S) (òî åñòü, åñëè 𝒢 ∈ S).
� Ñîâîêóïíîñòü D âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (𝒳 , S) îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 𝒳 ∈ D, ∅ ∈ D.

2 (∀𝛼 ∈ A (𝒟𝛼 ∈ D)) =⇒
⋂︀
𝛼∈A

𝒟𝛼 ∈ D.

3 (𝒟i ∈ D, i = 1, . . . , n) =⇒
n⋃︀

i=1

𝒟i ∈ D.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 32/154



Окрестность точки

Ïóñòü (𝒳 , S) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî
𝒰(x) ⊂ 𝒳 íàçûâàåòñÿ окрестностью точки ∈ 𝒳 , åñëè îíî
ñîäåðæèò ýòó òî÷êó, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝒪 ∈ S, òàêîå, ÷òî

x ∈ 𝒪 ⊂ 𝒰(x).

Çàìå÷àíèå

Ìíîãèå àâòîðû îïðåäåëÿþò îêðåñòíîñòü òî÷êè êàê îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùóþ äàííóþ òî÷êó. Íî ýòî ñóòè íå ìåíÿåò.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 33/154



Индуцированная топология

Ïóñòü (𝒳 , S𝒳 ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, 𝒴 ⊂ 𝒳 �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî ïðåâðàòèòü â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëèâ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

S𝒴 = {𝒱 ⊂ 𝒴 | ∃𝒰 ∈ S𝒳 (𝒱 = 𝒴 ∩ 𝒰)}.

Ìîæíî äîêàçàòü (ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå àêñèîì
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà), ÷òî (𝒴, S𝒴) � òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ подпространством
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (𝒳 , S𝒳 ), à òîïîëîãèÿ S𝒴 �
индуцированной, èëè наследственной топологией.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 34/154



База топологии

Çàìå÷àíèå

Íèæå � àíàëîã áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Базой òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (𝒳 , S) (открытой
базой èëè базой топологии) íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäñåìåéñòâî
B ⊂ S òîïîëîãèè S, ÷òî êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝒪 ∈ S
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ
ñåìåéñòâà B. Òî åñòü

∀𝒪 ∈ S ∃{𝒰𝛼}𝛼∈A ⊂ B
(︁
𝒢 =

⋃︁
𝛼∈A

𝒰𝛼

)︁
.

Çàìå÷àíèå

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå
ñåìåéñòâà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 35/154



База топологии

Êðèòåðèé áàçû

� Ïóñòü 𝒳 ̸= ∅ è ïóñòü B = {𝒰𝛾}𝛾∈H � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ 𝒳 . Îíî ÿâëÿåòñÿ áàçîé äëÿ íåêîòîðîé òîïîëîãèè
íà 𝒳 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1 𝒳 =
⋃︀
𝛾∈H

𝒰𝛾 ;

2 Äëÿ ëþáûõ 𝒰𝛼, 𝒰𝛽 ∈ B è êàæäîãî x ∈ 𝒰𝛼 ∩ 𝒰𝛽 ñóùåñòâóåò
𝒰𝛾 ∈ B, òàêîå, ÷òî x ∈ 𝒰𝛾 ⊂ 𝒰𝛼 ∩ 𝒰𝛽 .

� Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ÿâíî ñòðîèòñÿ íóæíàÿ òîïîëîãèÿ.
Ýòî � ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ
ýëåìåíòîâ B.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 36/154



База топологии

Ïðèìåðû

� Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (𝒳 , d) ñåìåéñòâî
âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ øàðîâ {ℬ(x ; r)}x∈𝒳 , r∈R, r>0 îáðàçóåò
áàçó. Ñîîòâåòñòâóþùóþ òîïîëîãèþ 𝒮d , îáðàçîâàííóþ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì è âñåâîçìîæíûìè îáúåäèíåíèÿìè îòêðûòûõ
øàðîâ, íàçûâàþò метрической топологией. Ñåìåéñòâî
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûõ ìåòðèêîé d , è ñåìåéñòâî 𝒮d

ñîâïàäàþò.
� Ïóñòü (𝒳 , S𝒳 ), (𝒴, S𝒴) � äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà
ñ áàçàìè ℬ𝒳 = {𝒰𝛼}, ℬ𝒴 = {𝒱𝛽} ñîîòâåòñòâåííî. Äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå 𝒳 × 𝒴 ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, à èìåííî, ñåìåéñòâî ℬ = {𝒰𝛼 × 𝒱𝛽}
âñåâîçìîæíûõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé 𝒰𝛼 × 𝒱𝛽 , ãäå 𝒰𝛼 ∈ ℬ𝒳 ,
𝒱𝛼 ∈ ℬ𝒴 óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ áàçû. Ñîîòâåòñòâóþùóþ
òîïîëîãèþ íà 𝒳 × 𝒴 îáðàçóþò ïóñòîå ìíîæåñòâî è
âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ B.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 37/154



Вторая аксиома счетности

� Ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (𝒳 , S)
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè îíî îáëàäàåò
ñ÷åòíîé áàçîé (ìîùíîñòü áàçû ðàâíà ìîùíîñòè N):

∃B =
{︀
U𝛼

⃒⃒
U𝛼 ∈ S ∧ 𝛼 ∈ ℐ ∧ Cardℐ = ℵ0

}︀
:

∀𝒟 ∈ S ∃𝒥 ⊂ ℐ 𝒟 =
⋃︁
𝛼∈𝒥

U𝛼.

� Èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷¼òíîñòè ñëåäóåò ñåïàðàáåëüíîñòü
(íàëè÷èå ñ÷åòíîãî, âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà).
� Теорема Линделёфа. Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè, òî èç âñÿêîãî
îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûäåëèòü
ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 38/154



Вторая аксиома счетности

Ïðèìåðû

� Ìíîæåñòâî R ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé (áàçà êîòîðîé �
âñåâîçìîæíûå èíòåðâàëû ñ êîíöàìè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ)
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.
� Ââåäåì íà ìíîæåñòâå R äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ (îòêðûòîå
ìíîæåñòâî � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R). Òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî íå èìååò ñ÷åòíîé áàçû.
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Аксиома отделимости Хаусдорфа

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (𝒳 , S) íàçûâàåòñÿ
хаусдорфовым (èëè 𝒯2�ïðîñòðàíñòâîì), åñëè â í¼ì
âûïîëíåíà аксиома Хаусдорфа (вторая аксиома
отделимости): ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà
èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè:

∀ x , y ∈ 𝒳
(︁

(x ̸= y) ⇒ (∃Ux ∈ Sx ∃Uy ∈ Sy (Ux ∩ Uy = ∅))
)︁
,

ãäå Sx � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x .

Ïðèìåð õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü (𝒳 , d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî ÿâëÿåòñÿ
õàóñäîðôîâûì, òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x , y ∈ 𝒳 , òàêèõ,

÷òî d(x , y) > 0 èõ øàðîâûå îêðåñòíîñòè ℬ
(︁
x ;

1

4
d(x , y)

)︁
,

ℬ
(︁
y ;

1

4
d(x , y)

)︁
íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Аксиома отделимости Хаусдорфа

Ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü (−∞, A], (−∞, B], (C , +∞), A ̸= B ̸= C � ÷èñëîâûå
ïðîìåæóòêè, ëåæàùèå íà ðàçíûõ ïðÿìûõ. Â èõ îáúåäèíåíèè
ââåäåì òîïîëîãèþ: îêðåñòíîñòè òî÷åê íà ìíîæåñòâå
(−∞, A) ∪ (−∞, B) ∪ (C , +∞) òàêèå æå, êàê íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé. Îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê A è B íàçîâåì ìíîæåñòâà
(A− 𝜀, C + 𝜀), (B − 𝜀, C + 𝜀), ãäå 𝜀 > 0. Òîãäà òî÷êè A è B íå
èìåþò íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íåîòäåëèìû.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 41/154



Тело как топологическое пространство (продолжение)

1 Тело как топологическое пространство

2 Математические основы-2

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий

5 Отображения вида 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию
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Тело как топологическое пространство (продолжение)

Òåëî, êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
êîíòèíóóìà

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì î ñïëîøíîì òåëå, êàæäàÿ åãî
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, çàïîëíåííóþ
ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, ïðè÷¼ì ýòî çàïîëíåíèå ýêâèâàëåíòíî
çàïîëíåíèþ èíòåðâàëà ÷èñëîâîé îñè äåéñòâèòåëüíûìè
÷èñëàìè. Â ýòîé ñâÿçè, åñòåñòâåííî ãîâîðèòü î òåëå, êàê î
òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ìîùíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
ìîùíîñòè êîíòèíóóìà. Èäåÿ î ¾íåïðåðûâíîì çàïîëíåíèè¿
îêðåñòíîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äðóãèìè ìàòåðèàëüíûìè
òî÷êàìè ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
îáëàäàåò îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ, öåëèêîì ëåæàùåé âî
âíóòðåííîñòè òåëà. Òàêèì îáðàçîì, òåëî ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü, êàê îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî åñòü, òåëî íå
ñîäåðæèò ãðàíèöó.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 43/154



Тело как топологическое пространство (продолжение)

Òåëî, êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
êîíòèíóóìà (ïðîäîëæåíèå)

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ãðàíèöà òåëà äîëæíà
ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî, òàê êàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âûâîäÿòñÿ äëÿ âíóòðåííîñòè è, îòäåëüíî, äëÿ
ãðàíèöû òåëà.

Çàìå÷àíèå

Êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òåëî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì. Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè
áóäåò îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à â èñõîäíîé òîïîëîãèè íå
îáÿçàíî áûòü îòêðûòûì. Òåëî ìîæåò áûòü ÷àñòüþ íåêîòîðîãî
îáúåìëþùåãî òåëà, íî, ïî óñëîâèþ, âñåãäà îòêðûòîé â
òîïîëîãèè îáúåìëþùåãî òåëà.
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Тело как топологическое пространство (продолжение)

Ðàçìåðíîñòü Ìåíãåðà-Óðûñîíà

Ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ñïîñîáîì.
� Ïóñòîå ìíîæåñòâî è òîëüêî îíî èìååò ðàçìåðíîñòü −1.
� Ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå n (n > 0) â
òî÷êå x , åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü U ñîäåðæèò òàêóþ
îêðåñòíîñòü V , ÷òî dimV 6 n − 1. Ðàçìåðíîñòü X íå
ïðåâîñõîäèò n, åñëè X èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ n,
â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.
� Ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü n â òî÷êå x , åñëè âåðíî,
÷òî X èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ n, â x , è íåâåðíî,
÷òî X èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ n − 1, â òî÷êå x .
Ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè dimX 6 n, íî
íåâåðíî, ÷òî dimX 6 n − 1.
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Тело как топологическое пространство (продолжение)
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Тело как топологическое пространство (продолжение)

Îòîáðàæåíèå Ïåàíî�Ãèëüáåðòà
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Тело как топологическое пространство (продолжение)

Ñòåðåîëèòîãðàôèÿ
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Тело как топологическое пространство (продолжение)

Alexander S. Balankin, A continuum framework for mechanics of
fractal materials I: from fractional space to continuum with fractal
metric. The European Physical Journal B, April 2015.
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Элементы теории гладких многообразий

1 Тело как топологическое пространство

2 Математические основы-2

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий
Гомеоморфизмы
Определение топологического многообразия
Определение топологического многообразия с краем
Дифференцируемая структура на многообразии M

5 Отображения вида 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию
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Гомеоморфизмы

� Îòîáðàæåíèå f : 𝒳 −→ 𝒴 ìíîæåñòâà 𝒳 íà ìíîæåñòâî 𝒴, ãäå
(𝒳 , S𝒳 ), (𝒴, S𝒴) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî
ïîäìíîæåñòâà 𝒴 îòêðûò â 𝒳 .
� Ïóñòü (𝒳 , S𝒳 ), (𝒴, S𝒴) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Îòîáðàæåíèå f : 𝒳 −→ 𝒴 íàçûâàåòñÿ гомеоморфизмом, åñëè
i) f áèåêòèâíî,
ii) f , f −1 íåïðåðûâíû.
Ïðè ýòîì, ïðîñòðàíñòâà (𝒳 , S𝒳 ), (𝒴, S𝒴) íàçûâàþòñÿ
гомеоморфными.
� Ñèìâîë Hom(𝒳 , 𝒴) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ
ãîìåîìîðôèçìîâ èç (𝒳 , S𝒳 ) â (𝒴, S𝒴).
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Гомеоморфизмы

Ïðèìåðû

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ
ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ òîïîëîãèÿ èíäóöèðîâàíà èç Rn.

1 Èíòåðâàë ãîìåîìîðôåí ïðÿìîé.

2 Ëþáûå äâà îòðåçêà ïðÿìîé ãîìåîìîðôíû.

3 Ïðÿìàÿ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè 𝒮2 ∖ {p} ñ âûêîëîòîé
òî÷êîé.

4 Ïðîñòðàíñòâî Rn ãîìåîìîðôíî ñôåðå 𝒮n+1 ∖ {p} ñ
âûêîëîòîé òî÷êîé.

5 Îòðåçîê è èíòåðâàë íå ãîìåîìîðôíû.

6 Îêðóæíîñòü íå ãîìåîìîðôíà ïðÿìîé.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I n ìíîæåñòâî

I n := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ∀ k = 1, . . . , n |xk | < 1},

íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíûì îòêðûòûì n�ìåðíûì ïðîìåæóòêîì.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : I n → Rn, çàäàâàåìîå
ñîîòíîøåíèÿìè

(y1, . . . , yn) = f (x1, . . . , xn), yk = lg
1− xk

1 + xk
(k = 1, . . . , n),

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìåæäó I n è Rn.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Ëþáîé îòêðûòûé n�ìåðíûé ïðîìåæóòîê
(a, b) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ∀ k = 1, . . . , n ak < xk < bk},
ãäå a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn), ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ðàñòÿæåíèÿ�ñæàòèÿ è/èëè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
(ãîìåîìîðôèçìû!) ìîæíî ñâåñòè ê I n, ïîýòîìó (a, b)
ãîìåîìîðôåí Rn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒟n ìíîæåñòâî

𝒟n = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | ‖x‖ < 1},

íàçûâàåìîå îòêðûòûì n�ìåðíûì äèñêîì åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â (0, . . . , 0) â Rn. Ïîêàæåì, ÷òî 𝒟n ãîìåîìîðôåí Rn.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒮n+1

+ ìíîæåñòâî

𝒮n
+ = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn | ‖x‖ = 1, xn+1 > 0},

íàçûâàåìîå îòêðûòîé n�ìåðíîé ïîëóñôåðîé åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà ñ öåíòðîì â (0, . . . , 0) â Rn+1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî 𝒮n

+ ãîìåîìîðôíà Rn è 𝒟n, òîãäà êîìïîçèöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé áóäåò èñêîìûì
ãîìåîìîðôèçìîì.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ãîìåîìîðôíîñòè 𝒮n
+ è 𝒟n.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Rn è
ìíîæåñòâîì Rn

1
òî÷åê Rn+1 âèäà (x1, . . . , xn, 0). Ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 𝒟n ñîäåðæèòñÿ â Rn+1 (ñ òî÷íîñòüþ äî
ãîìåîìîðôèçìà). Èíûìè ñëîâàìè, ñ÷èòàåì, ÷òî

𝒟n = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn | ‖x‖ < 1, xn+1 = 0}.

Ðèñóíîê íèæå èëëþñòðèðóåò èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.
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Гомеоморфизмы

𝒮n
+ è 𝒟n
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Îòîáðàæåíèå (ïðîåêöèÿ)

f : (x1, . . . , xn, xn+1) ↦→ (x1, . . . , xn, 0)

çàäàåò íåïðåðûâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå 𝒮n
+ íà 𝒟n.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

f −1 : (x1, . . . , xn, 0) ↦→ (x1, . . . , xn, (1− (x1)2 − . . .− (xn)2)1/2)

è òàêæå íåïðåðûâíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ãîìåîìîðôèçì
ìåæäó 𝒮n

+ è 𝒟n.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü óñòàíîâèì ãîìåîìîðôèçì ìåæäó 𝒮n
+ è Rn. Ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Rn è ìíîæåñòâîì Rn
2
òî÷åê Rn+1 âèäà

(x1, . . . , xn, 1), ãäå òî÷êà (0, . . . , 0, 1) � ñåâåðíûé ïîëþñ 𝒮n
+.

×åðåç êàæäóþ òî÷êó (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ 𝒮n
+ ïðîâåäåì

ïîëóïðÿìóþ

y = y(t) = (tx1, . . . , txn+1), t > 0.

Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò Rn
2
â åäèíñòâåííîé òî÷êå,

ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ t = 1/xn+1 (ñì. ðèñóíîê íèæå).
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Гомеоморфизмы

𝒮n
+ è Rn
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Ñîïîñòàâëÿÿ òî÷êå (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ 𝒮n
+ ýòó òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Φ : 𝒮n
+ → Rn

2
, çàäàâàåìîå

ïðàâèëîì

(x1, . . . , xn, xn+1) ↦→ (x1/xn+1, . . . , xn/xn+1, 1).

Ýòî îòîáðàæåíèå � ãîìåîìîðôèçì ìåæäó 𝒮n
+ è Rn

2
, à çíà÷èò,

𝒮n
+ è Rn ãîìåîìîðôíû.

Êîìïîçèöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîìåîìîðôèçìîâ
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî 𝒟n ãîìåîìîðôåí Rn.
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Гомеоморфизмы

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû. Ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëà è äèñêà
Rn (ïðîäîëæåíèå)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ�ñæàòèÿ è/èëè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îòêðûòûé
øàð ℬ(x , r) ⊂ Rn, r > 0, ãîìåîìîðôåí Rn.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 62/154



Определение топологического многообразия

Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñî ñ÷åòíîé áàçîé
íàçûâàåòñÿ n�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè îíî ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíî n�ìåðíîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn. ×èñëî n
â îïðåäåëåíèè ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
ìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dimM = n.

Çàìå÷àíèÿ

� Ïîä ëîêàëüíîé ãîìåîìîðôíîñòüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà x ∈ M îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, ãîìåîìîðôíîé Rn

(èëè îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó â Rn).
� Äàëåå îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ìû íàçûâàåì îòêðûòîå
ìíîæåñòâî U(x), ñîäåðæàùóþ äàííóþ òî÷êó.
� Ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ ¾â öåëîì¿ ìîæåò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àòüñÿ îò ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðèìåðû òîìó �
ëåíòà Ì¼áèóñà è áóòûëêà Êëåéíà.
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Определение топологического многообразия

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëèíäåë¼ôà

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, n�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè
ìíîãîîáðàçèÿ M íàéäåíà îêðåñòíîñòü U, ãîìåîìîðôíàÿ
îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó Rn. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {U}
ïîñòðîåííûõ îêðåñòíîñòåé. Îíà îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M
(ïðè ýòîì, òàêîå ïîêðûòèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì), èç
êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëèíäåëåôà, ìîæíî èçâëå÷ü
ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå {Ui}.
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Определение топологического многообразия с краем

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ êðàòêî îáñóäèì ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ
ñ êðàåì. Ïóñòü

Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 6 0},

è M � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé
áàçîé, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå ëèáî Rn, ëèáî Hn.
Åñëè äëÿ òî÷êè X ∈ M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ
Hn, è h(X) ∈ 𝜕Hn, ãäå h � ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìåîìîðôèçì
îêðåñòíîñòè íà Hn, òî X íàçîâåì точкой края M; 𝜕M � êðàé
M.
Åñëè 𝜕M ̸= ∅, òî M íàçûâàåòñÿ многообразием с краем;
ñîîòâåòñòâåííî, 𝜕M � край многообразия M.
Òåðìèí многообразие, ââåäåííûé âûøå, îñòàâëÿþò çà
ìíîãîîáðàçèÿìè áåç êðàÿ (𝜕M = ∅).
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Определение топологического многообразия с краем

NB. Â êíèãå [Â.À. Çîðè÷, Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òîì II],
òîëüêî ÷òî ââåäåííîå ìíîæåñòâî M íàçûâàþò n�ìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì. Òî åñòü, ñëó÷àè ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì è áåç íå
ðàçäåëåíû.
Ïîñêîëüêó òåëà � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ.

Ïðèìåð

Çàìêíóòûé øàð

ℬn
:= {x ∈ Rn | ‖x‖ 6 1}

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Åãî êðàé � (n − 1)�ìåðíàÿ
ñôåðà

𝜕ℬn
= 𝒮n−1 := {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}.
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Проблема определения гладкого отображения
многообразий

Çàìå÷àíèå

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ãëàäêîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé 𝜙
âèäà

𝜙 : M → R,

ãäå M � ìíîãîîáðàçèå, íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé Rn → Rm, èáî ñ
ïîñëåäíèìè ìû óìååì ðàáîòàòü, à áîëüøåãî è íå çíàåì.
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Дифференцируемость отображения f : 𝒟 → Rm, где
𝒟 ⊂ Rn

Ôóíêöèÿ f : 𝒟 → Rm, ãäå 𝒟 ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
íàçûâàåòñÿ дифференцируемой в точке p ∈ 𝒟, åñëè
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð Jf

⃒⃒⃒
p

: Rn → Rm, íàçûâàåìûé

производным отображением, òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

f (p + h) = f (p) + Jf

⃒⃒⃒
p
[h] + o(‖h‖),

ãäå h ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð, íî òàêîé,
÷òî x + h ∈ 𝒟.
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Дифференцируемость отображения f : 𝒟 → Rm, где
𝒟 ⊂ Rn

Çàìå÷àíèå

Ìàòðèöà îïåðàòîðà Jf

⃒⃒⃒
p
â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå (ei )

n
i=1

,

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå åäèíèöà çàíèìàåò i�òîå ìåñòî,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé матрицу Якоби äëÿ îòîáðàæåíèÿ f â
òî÷êå p.

Òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïóñòü f : 𝒟 → Rm è g : 𝒢 → Rk , ãäå 𝒟 ⊂ Rn, 𝒢 ⊂ Rm �
îòêðûòûå ìíîæåñòâà, � ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êàõ
p è f (p) ñîîòâåòñòâåííî; f (p) ∈ 𝒢. Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ∘ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå p, ïðè÷åì

Jg∘f

⃒⃒⃒
p

= Jg

⃒⃒⃒
f (p)

∘ Jf
⃒⃒⃒
p

: Rn → Rk .
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Координатные отображения

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé áóäóò
êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü f : 𝒳 → Rm, 𝒳 � íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì àðèôìåòè÷åñêèå ïðîåêöèè
𝜋i
m : Rm → R, i = 1, . . . , m:

𝜋i
m(x1, . . . , xm) := x i .

Òîãäà îáðàç òî÷êè p ∈ 𝒳 îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f ìîæåò
áûòü çàïèñàí â âèäå

f (p) = (f 1(p), . . . , f m(p)), f i = 𝜋i
m∘f : 𝒳 → R, i = 1, . . . ,m.

Ôóíêöèè f i áóäåì íàçûâàòü координатными
отображениями.
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Договор (соглашение, приказ)

Ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçóåì ñèìâîë C 1

äëÿ ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, C k �
äëÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðåêóððåíòíî
íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü k ðàç.
Ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝒜 → Rn, êîòîðûå k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà 𝒜, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç C k(𝒜; Rn).
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Определение дифференцируемой структуры на
многообразии M

Ïîä дифференцируемой структурой íà M ïîíèìàåòñÿ
ìíîæåñòâî ℱM âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå M, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (S. Sternberg):
1∘ åñëè U ⊂ V è ôóíêöèÿ f ∈ ℱM îïðåäåëåíà íà V , òî
f |U ∈ ℱM ;
2∘ åñëè U =

⋃︀
𝛼∈ℐ

U𝛼, f îïðåäåëåíà íà U è ∀𝛼 ∈ ℐ f |U𝛼 ∈ ℱM ,

òî f ∈ ℱM ;
3∘ äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ M èìåþòñÿ åå îêðåñòíîñòü U è òàêîé
ãîìåîìîðôèçì h ýòîé îêðåñòíîñòè íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â Rn, ÷òî ôóíêöèÿ f : D → R, ãäå D ⊂ U � ïðîèçâîëüíîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæèò ℱM òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f ∘ h−1|h(D) ∈ C k(h(D); R), ãäå f ∘ h−1|h(D) : h(D) → R.
Ïàðà (M, ℱM) íàçûâàåòñÿ дифференцируемым
многообразием.
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Аксиомы Стернберга в логической символике

ℱM =
{︀
f
⃒⃒
f : (M ⊃ V ) → Rn ∧ V ∈ SM

}︀
:

D1 I

(︂
(f : V → Rn) ∈ ℱM

)︂
⇒
(︁
∀U ∈ SM U ⊂ V ⇒ f

⃒⃒⃒
U
∈ ℱM

)︁
;

D2 I ∀𝛼 ∈ ℐ
(︁
U𝛼 ∈ SM ∧ f

⃒⃒
U𝛼

∈ ℱM

)︁
⇒

(︃
f
⃒⃒ ⋃︀
𝛼∈ℐ

U𝛼
∈ ℱM

)︃
;

D3 I ∀x ∈ M ∃U ∈ Sx ∃ h ∈ Hom(U, Rn) ∀D ∈ SU(︁
f ∘ h−1

⃒⃒
h(D)

∈ C k(h(D);Rn)
)︁
⇔
(︀
f
⃒⃒
D
∈ ℱM

)︀
.
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Ради экономии места...

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
äîãîâîðåííîñòè. Â êîìïîçèöèè f ∘ h−1|h(D) ìû áóäåì îïóñêàòü
ñèìâîë |h(D) çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ. Òî, ÷òî ýòî
ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ, áóäåò ÿñíî èç êîíòåêñòà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 74/154



Пересечение окрестностей с некоторым открытым
множеством 𝒟

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 75/154



Дифференцируемая структура на многообразии M —
взаимосвязь положений 1∘, 2∘, 3∘

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 òðåáóþò, ÷òîáû
îãðàíè÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ôóíêöèé èç ℱM ÿâëÿëèñü
äîïóñòèìûìè îïåðàöèÿìè. Êàê ýòî ðàáîòàåò?
Ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ M âûáðàíû ñîîòâåòñòâóþùèå
óñëîâèþ 3∘ åå îêðåñòíîñòü UX è ãîìåîìîðôèçì hX : UX → WX,
ãäå WX ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìà {UX}X∈M
îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå f : 𝒟 → R, ãäå 𝒟 ⊂ M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
ßñíî, ÷òî 𝒟 =

⋃︀
X∈𝒟

𝒟 ∩ UX. Åñëè f ∈ ℱM , òî äëÿ êàæäîé òî÷êè

X ∈ 𝒟, â ñèëó 1∘, èìååì f |𝒟∩UX
∈ ℱM . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

𝒟 ∩ UX � îòêðûòîå, òî ñîãëàñíî 3∘, èìååì

∀X ∈ 𝒟 f |𝒟∩UX
∘ h−1

X ∈ C k(hX(𝒟 ∩ UX); R).
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Дифференцируемая структура на многообразии M —
взаимосвязь положений 1∘, 2∘, 3∘

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî ïîëó÷åííîå óñëîâèå. Ýòî îçíà÷àåò,
ïî 3∘, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ 𝒟 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
f |𝒟∩UX

∈ ℱM . Òîãäà èç 2∘ ñëåäóåò, ÷òî f ∈ ℱM .

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ 3∘

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ôóíêöèè èç ℱM � ýòî
èçìåðèòåëüíûå ïðèáîðû. Óñëîâèå 3∘ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
âûïîëíÿÿ èçìåðåíèÿ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ,
ìû ìîæåì âûðàçèòü ïîëó÷åííûå äàííûå ÷åðåç èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû ñðåäû, áóäü òî ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðû, è ò.ä., òî
åñòü, ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.
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Дифференцируемая структура на многообразии M —
условие 3∘

Îêðåñòíîñòü U òî÷êè X è ãîìåîìîðôèçì h
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Дифференцируемая структура на многообразии M —
условие 3∘

Ïóñòü X ∈ M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûáðàíû (ïî
3∘) ñîîòâåòñòâóþùàÿ åå îêðåñòíîñòü U è ãîìåîìîðôèçì
h : U → W , ãäå W ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Ìû âñå ñâîäèì ê ðàáîòå â Rn. Ïóñòü f : D → R � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D ⊂ U, òîãäà îïðåäåëèì
ôóíêöèþ

fh = f ∘ h−1 : h(D) → R.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 3∘, f ∈ ℱM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
fh ∈ C k(h(D); R). Âîçüìåì â êà÷åñòâå f ôóíêöèþ hi = 𝜋i

n ∘ h,
òîãäà

fh = 𝜋i
n ∘ h ∘ h−1 = 𝜋i

n.

Ôóíêöèÿ 𝜋i
n äèôôåðåíöèðóåìà ñêîëü óãîäíîå ÷èñëî ðàç è

ïîòîìó ïðèíàäëåæèò êëàññó C k(W ; R). Ñëåäîâàòåëüíî,
hi ∈ ℱM .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 79/154



Дифференцируемая структура на многообразии M —
условие 3∘

Ñâÿçè èçìåðåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ýòàëîíàìè

Èçìåðåíèÿ ìîãóò ïðîâîäèòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ýòàëîíàìè, ïðè
ýòîì, ðåçóëüòàò èçìåðåíèé íå äîëæåí îò ýòîãî çàâèñåòü.
Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèþ 3∘ ãîìåîìîðôèçìû,
êîòîðûå îòâå÷àþò ðàçëè÷íûì ýòàëîíàì, äîëæíû áûòü
ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 80/154



Пересечение окрестностей

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 81/154



Пересечение окрестностей

Ïóñòü U ′ � äðóãàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè X, h′ � ãîìåîìîðôèçì
ýòîé îêðåñòíîñòè íà W ′ ⊂ Rn. Ïóñòü V = U ∩ U ′. Îáîçíà÷èì
÷åðåç hV = h|V , h′V = h′|V ñóæåíèÿ ôóíêöèé h è h′ íà îáùóþ
îáëàñòü V . Òîãäà h′V ∘ h−1

V åñòü ãîìåîìîðôèçì h(V ) íà h′(V ).
Ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ îêðåñòíîñòè U è
ãîìåîìîðôèçìà h ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ äðóãèõ
îêðåñòíîñòåé è ãîìåîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè,
h′in = 𝜋i ∘ h′ ∈ ℱM . Íî òîãäà, â ñèëó 2∘, èìååì h′iV ∈ ℱM . Òåïåðü
çàìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷êè Y ∈ V ñïðàâåäëèâî

(h′V ∘ h−1

V )(Y) = ([h′1V ∘ h−1

V ](Y), . . . , [h′nV ∘ h−1

V ](Y)).

Êàæäîå èç h′iV ∘ h−1

V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C k(h(V ); R),
ïîýòîìó îòîáðàæåíèå h′V ∘ h−1

V èìååò êëàññ C k(h(V ); h′(V )).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 82/154



Пересечение окрестностей

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà V è ïðèíàäëåæàùàÿ ℱM .
Òîãäà îòîáðàæåíèå fhV èìååò êëàññ C k(h(V ); R). Ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

fhV = f ∘ h−1 = fh′V ∘ (h′V ∘ h−1

V ),

ôîðìóëà fhV = fh′V ∘ (h′V ∘ h−1

V ) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó
ïðåäñòàâëåíèÿìè ôóíêöèè f â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò
(ïåðåñ÷åò êîîðäèíàò). Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííàÿ
ôîðìóëà äàåò ïðàâèëî ïåðåñ÷åòà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ îò îäíèõ
ýòàëîíîâ ê äàííûì, ïîëó÷åííûõ îò äðóãèõ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 83/154



Пересечение окрестностей

Ïóñòü f = hi , òîãäà èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò

𝜋i
n = (hiV ∘ h′−1

V ) ∘ (h′V ∘ h−1

V ),

è, íàêîíåö,
I = (hV ∘ h′−1

V ) ∘ (h′V ∘ h−1

V ),

ãäå I � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
det(Jh′V ∘h

−1

V
(x1, . . . , xn)) ̸= 0, ãäå Jh′V ∘h

−1

V
� ïðîèçâîäíàÿ

îòîáðàæåíèÿ h′V ∘ h−1

V .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 84/154



Итоговые рассуждения

Êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M, ïî îïðåäåëåíèþ, îáëàäàåò
îêðåñòíîñòüþ U è ñîîòâåòñòâóþùèì ãîìåîìîðôèçìîì U è
íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà Rn. Ýòè îêðåñòíîñòè îáðàçóþò
îòêðûòîå ïîêðûòèå M, èç êîòîðîãî ìîæíî èçâëå÷ü ñ÷åòíîå
ïîäïîêðûòèå {Ui} ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè hi .
Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûå ê Vij = Ui ∩ Uj ,
X ∈ Vij , ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ hi ∘ h−1

j íà Vij

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì, ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ÿêîáèàíîì.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 85/154



Итоговые рассуждения

Çàäàäèì äèôôåðåíöèðóåìóþ ñòðóêòóðó ïî äàííûìè ñ÷åòíîìó
îòêðûòîìó ïîêðûòèþ {Ui} ìíîãîîáðàçèÿ M è òàêèõ
ãîìåîìîðôèçìîâ hi : Ui −→ Wi , ãäå Wi ⊂ Rn, ÷òî åñëè
Vij = Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ hi ∘ h−1

j íà Vij �
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñ íåíóëåâûì ÿêîáèàíîì.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 𝒥 âñåõ ôóíêöèé f , îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ëþáûõ Uj è
òàêèõ, ÷òî ôóíêöèè f ∘ h−1

j äèôôåðåíöèðóåìû. Åñëè f

îïðåäåëåíà íà ïîäìíîæåñòâå Vij è êîìïîçèöèÿ f ∘ h−1

j

äèôôåðåíöèðóåìà, òî è êîìïîçèöèÿ f ∘ h−1

i äèôôåðåíöèðóåìà,
èáî

f ∘ h−1

i = (f ∘ h−1

j ) ∘ (hj ∘ h−1

i ),

ãäå ïî óñëîâèþ hj ∘ h−1

i � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 86/154



Итоговые рассуждения

Ìíîæåñòâî 𝒥 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3∘ îïðåäåëåíèÿ ℱM .
Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèðóåìóþ ñòðóêòóðó ℱmin ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ℱmin ñîäåðæèò 𝒥 , à òàêæå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ M, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà âñå Uj

ïðèíàäëåæàò 𝒥 . Ïóñòü ℱM � ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ñòðóêòóðà íà M, ñîäåðæàùàÿ 𝒥 . Ïîêàæåì, ÷òî ℱmin ⊂ ℱM .
Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà f : V → R � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå V ⊂ M, ñóæåíèå êîòîðîé
íà âñå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ Ui ∩ V åñòü ýëåìåíòû 𝒥 . ßñíî,
÷òî V =

⋃︀
k

Vk , ãäå Vk = Uk ∩ V ̸= ∅. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî k

èìååì f |Vk
∈ 𝒥 , íî òîãäà f |Vk

∈ ℱM . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ñâîéñòâó 2∘, f ∈ ℱM . Òàêèì îáðàçîì, ℱmin � ìèíèìàëüíàÿ
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðóêòóðà, ñîäåðæàùàÿ 𝒥 .
Ìû äîêàçàëè òåîðåìó.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 87/154



Итоговые рассуждения

Òåîðåìà

Ïóñòü M åñòü n�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ℱM �
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðóêòóðà íà M. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñ÷åòíîå
îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uj} ìíîãîîáðàçèÿ M è ìíîæåñòâî òàêèõ
ãîìåîìîðôèçìîâ hj îêðåñòíîñòåé Uj íà îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Rn, ÷òî îòîáðàæåíèÿ hi ∘ h−1

j

çàäàþòñÿ n äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ñ íå
îáðàùàþùèìñÿ â íóëü ÿêîáèàíîì. Îáðàòíî, åñëè çàäàíî òàêîå
îòêðûòîå ïîêðûòèå è òàêèå îòîáðàæåíèÿ hj , òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðóêòóðà ℱmin,
äëÿ êîòîðîé Uj � êîîðäèíàòíûå îêðåñòíîñòè, à hj �
êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 88/154



Карты и атлас

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M, h �
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà U â Rn. Ïàðà
(U, h) íàçûâàåòñÿ координатной картой, åñëè
hi ∘ h−1 : h(U ∩ Ui ) → hi (U ∩ Ui ) � äèôôåðåíöèðóåìîå
îòîáðàæåíèå ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ÿêîáèàíîì. Çäåñü hi è Ui �
èç ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû. Ñîâîêóïíîñòü êàðò,
ïîêðûâàþùèõ ìíîãîîáðàçèå, íàçûâàåòñÿ атласом.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 89/154



Карты и атлас

Çàìå÷àíèå

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè hi èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè (ìîãóò áûòü íå
äèôôåðåíöèðóåìûìè), íî êîìïîçèöèÿ hi ∘ h−1

j åñòü ôóíêöèÿ

êëàññà C k . Îáðàòíî, èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîëüíûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íàïèñàííîìó óñëîâèþ ìû
ìîæåì ñôîðìèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Âñå òàêèå
ìûñëèìûå íàáîðû ãîìåîìîðôèçìîâ ðàâíîïðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Âûáîð òîãî èëè èíîãî íàáîðà äèêòóåòñÿ ¾âíåøíèìè¿
ñîîáðàæåíèÿìè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 90/154



Альтернативное определение гладкого многообразия

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàðòîé
ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (U, h) èç
äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ; àòëàñîì
ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü êàðò
{(U𝛼, h𝛼)}𝛼∈A, òàêàÿ, ÷òî M =

⋃︀
𝛼∈A

U𝛼. Ââåäåì ïîíÿòèå

C k�àòëàñà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 91/154



Альтернативное определение гладкого многообразия

Àòëàñ {(U𝛼, h𝛼)}𝛼∈A êîîðäèíàòíûõ êàðò íà n�ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ àòëàñîì êëàññà C k , åñëè
ãîìåîìîðôèçìû h𝛼 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ
ëþáûõ 𝛼, 𝛽 ∈ A, òàêèõ, ÷òî U𝛼 ∩ U𝛽 ̸= ∅, îòîáðàæåíèå

h𝛽 ∘ h−1
𝛼 : h𝛼(U𝛼 ∩ U𝛽) → h𝛽(U𝛼 ∩ U𝛽)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì êëàññà C k ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ
ÿêîáèàíîì.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 92/154



Альтернативное определение гладкого многообразия

Äâà C k�àòëàñà íàçûâàþòñÿ эквивалентными, åñëè èõ
îáúåäèíåíèå ñíîâà îáðàçóåò C k�àòëàñ. Ñîâîêóïíîñòü
C k�àòëàñîâ ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè,
íàçûâàåìûå C k�структурами, ïðè 1 6 k 6∞ �
äèôôåðåíöèàëüíûìè (èëè ãëàäêèìè) ñòðóêòóðàìè.
Ìíîãîîáðàçèå M, íàäåëåííîå C k�ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ
C k�гладким многообразием.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 93/154



Сфера как гладкое многообразие

Ââåäåì íà ñôåðå

𝒮n = {𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉n+1) ∈ Rn+1 | ‖𝜉‖ = 1}

àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êàðò. Ïóñòü

N = (0, . . . , 0, 1), S = (0, . . . , 0, −1)

� ñåâåðíûé è þæíûé ïîëþñà ñôåðû.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 94/154



Сфера как гладкое многообразие

Ïîëîæèì
𝒰1 = 𝒮n ∖ {N}, 𝒰2 = 𝒮n ∖ {S}

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà) Rn

êàê êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü â Rn+1:

Rn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = 0}.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 95/154



Сфера как гладкое многообразие

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h1 : 𝒰1 → Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ òî÷êè 𝜉 ∈ 𝒰1 ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç N è 𝜉 ïåðåñåêàåò
Rn â åäèíñòâåííîé òî÷êå x = h1(𝜉). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåí
ãîìåîìîðôèçì h2 : 𝒰2 → Rn: äëÿ òî÷êè 𝜉 ∈ 𝒰2 ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç S è 𝜉 ïåðåñåêàåò Rn â åäèíñòâåííîé òî÷êå
x = h2(𝜉). Îòîáðàæåíèÿ h1, h2 � ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 96/154



Сфера как гладкое многообразие

Íàéäåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ
ïðîåêöèé. Ïóñòü 𝜉 ∈ 𝒰1, x = h1(𝜉). Âåêòîðû 𝜉 − N è x − N
êîëëèíåàðíû, ïîýòîìó 𝜉 − N = 𝜆(x − N) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà
𝜆. Ïîñêîëüêó xn+1 = 0, òî 𝜉n+1 − 1 = −𝜆, òî åñòü 𝜆 = 1− 𝜉n+1.
Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå 𝜆 â 𝜉i = 𝜆x i ,
i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì

x i =
𝜉i

1− 𝜉n+1
(i = 1, . . . , n).

Àíàëîãè÷íî, åñëè y = h2(𝜉), 𝜉 ∈ 𝒰2 òî

y i =
𝜉i

1 + 𝜉n+1
(i = 1, . . . , n).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 97/154



Сфера как гладкое многообразие

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè íà ñôåðå 𝒮n àòëàñ 𝒜, ñîñòîÿùèé
èç äâóõ êàðò:

𝒜 = {(𝒰1, h1), (𝒰2, h2)},

è ïîêàçàëè, ÷òî ñôåðà 𝒮n åñòü ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dim𝒮n = n. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàðòû ïîñòðîåííîãî àòëàñà
ñîãëàñîâàíû. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå 𝒰1 ∩ 𝒰2 íå ñîäåðæèò
òî÷åê N è S , ïîýòîìó

h1(𝒰1 ∩ 𝒰2) = h2(𝒰1 ∩ 𝒰2) = Rn ∖ {0}.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 98/154



Сфера как гладкое многообразие

Îòîáðàæåíèå h2 ∘ h−1

1
: Rn ∖ {0} → Rn ∖ {0} èìååò âèä

y =
x

‖x‖2
,

èáî ‖x‖2 = 1+𝜉n+1

1−𝜉n+1
. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ãëàäêàÿ

ñîãëàñîâàííîñòü êàðò. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜 åñòü C∞�àòëàñ
(ñîãëàñíî ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðû íà
ìíîãîîáðàçèè äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäèí àòëàñ, ñîîòâåòñòâóþùèé
òðåáóåìîìó ïîðÿäêó ãëàäêîñòè; ýòîò àòëàñ ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâèòåëåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
àòëàñîâ. Òàêèì îáðàçîì, 𝒮n åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 99/154



Отображения вида 𝜙 : M → N

1 Тело как топологическое пространство

2 Математические основы-2

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий

5 Отображения вида 𝜙 : M → N
Пример тела и его образа в физическом пространстве
Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N
Некоторые классы отображений 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 100/154



Отображения вида 𝜙 : M → N

Ïðèìåð òåëà è åãî îáðàçà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 101/154



Отображения вида 𝜙 : M → N

Ïðèìåð òåëà è åãî îáðàçà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(ïðîäîëæåíèå)

Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âîçüìåì åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî R2, â êîòîðîì çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà
êîîðäèíàò {x1, x2}. Ïóñòü òåëî B � îòêðûòûé êðóã åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà è öåíòðîì â (0, 0), ñ ðàçðåçîì âäîëü ðàäèóñà (ñì.
ðèñ.), ðàñïîëàãàþùèéñÿ â R2

1
� êîïèè R2, â êîòîðîé òàêæå

ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì {i, j}. Ýòîìó òåëó ãîìåîìîðôåí îòêðûòûé
ïðÿìîóãîëüíèê â R2, çàäàâàåìûé íåðàâåíñòâàìè 0 < r < 1,
0 < 𝜙 < 2𝜋, ãäå x1 = r , x2 = 𝜙. Ãîìåîìîðôèçì 𝜅−1

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

x = ir cos𝜙 + jr sin𝜙.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 102/154



Отображения вида 𝜙 : M → N

Îá IIm𝜙(W ) (îáîçíà÷åíèå ïðîèçîøëî îò Inverse Image)

Ïîä IIm𝜙(W ) ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà
W ⊂ Y ïðè îòîáðàæåíèè 𝜙 : X → Y , ãäå X , Y �
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà:

IIm𝜙(W ) = {X ∈ X | 𝜙(X) ∈ W }.

Âìåñòî IIm𝜙(W ) ïðèíÿòî ïèñàòü 𝜙−1(W ), ÷òî ïðèâîäèò ê
ïóòàíèöå ñ îáðàçîì îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîãî ìîæåò è
íå áûòü. Ïîýòîìó â íàñòîÿùèõ ëåêöèÿõ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
÷òî ââåäåííîå íåòðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 103/154



Pull–back

Ïóñòü 𝜙 : M → N � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå îäíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f : W → R, ãäå W ⊂ N, îïðåäåëèì îïåðàöèþ pull back, ââåäÿ
íà IIm𝜙(W ) îòîáðàæåíèå 𝜙*(f ) ïî ïðàâèëó

𝜙*(f ) = f ∘ 𝜙|IIm𝜙(W ), 𝜙*(f ) : IIm𝜙(W ) → R.

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ 𝜙* îòîáðàæàåò
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîäìíîæåñòâàõ N, â
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîäìíîæåñòâàõ M.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 104/154



Pull–back

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé

Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî IIm𝜙(W ) = ∅. Ïîñêîëüêó

𝜙|IIm𝜙(W ) ⊂ IIm𝜙(W ) × N = ∅,

òî è 𝜙|IIm𝜙(W ) = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå, 𝜙*(f ) = ∅.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 105/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Ïóñòü ℱM , ℱN äèôôåðåíöèðóåìûå ñòðóêòóðû êëàññîâ C k1 , C k2 ,
îïðåäåëåííûå íà ìíîãîîáðàçèÿõ M, N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
dimM = m, dimN = n. Äîïîëíèâ, åñëè íàäî, ñîîòâåòñòâóþùóþ
äèôôåðåíöèðóåìóþ ñòðóêòóðó íîâûìè ôóíêöèÿìè (èëè ñóçèâ
äðóãóþ), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k1 = k2 = k . Îïðåäåëèì ãëàäêîñòü
ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
𝜙 : M → N íàçûâàåòñÿ дифференцируемым êëàññà C k , åñëè

𝜙*(ℱN) ⊂ ℱM .

Çàìå÷àíèå

Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîæåò íàéòèñü òàêàÿ
ôóíêöèÿ f ∈ ℱN , äëÿ êîòîðîé 𝜙*(f ) = ∅. Íî ëþáîå ìíîæåñòâî
ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó 𝜙*(f ) ∈ ℱM .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 106/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Â òåðìèíàõ êàðò

Ïóñòü 𝜙 : M → N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, (U ′, h′) �
êîîðäèíàòíàÿ êàðòà âáëèçè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ∈ M, à
(V , g) � êîîðäèíàòíàÿ êàðòà âáëèçè åå îáðàçà Y = 𝜙(X) ∈ N;
îòîáðàæåíèÿ h′ : U ′ → H ′ ⊂ Rm, g : V → G ⊂ Rn �
ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìåîìîðôèçìû. Óêàçàííûì
ãîìåîìîðôèçìàì ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè

h′i = 𝜋i
m ∘ h′, g i = 𝜋i

n ∘ h,

ãäå 𝜋i
m(x1, . . . , xm) = x i , 𝜋i

n(y1, . . . , yn) = y i �
àðèôìåòè÷åñêèå ïðîåêöèè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 107/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

?! Ïðîáëåìà ?!

Îêðåñòíîñòü U ′ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ òðåáóþò ñëåäóþùåå: âî ïåðâûõ, äîëæíî áûòü
U ′ ⊂ IIm𝜙(V ), âî âòîðûõ, ÷òîáû U ′ íå âûëåçëî èç îêðåñòíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé 3∘ â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîé
ñòðóêòóðû. Ýòî существенно äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.
Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 𝜙 òàêæå ñóùåñòâåííî.

Ñóæåíèå U ′

Îòîáðàæåíèå 𝜙 íåïðåðûâíî, ïðîîáðàç V îòêðûò â M.
Ïåðåñå÷åíèå U = U ′ ∩ IIm𝜙(V ) ïðîîáðàçà ñ îêðåñòíîñòüþ U ′

îòêðûòî è ñîäåðæèò X. Ñëåäîâàòåëüíî, U � îêðåñòíîñòü X,
ñîäåðæàùàÿñÿ â IIm𝜙(V ) è U ′ (äëÿ íåå, ñëåäîâàòåëüíî, 3∘

âûïîëíåíî). Åé ñîîòâåòñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h = h′|U .
Ïîñòðîåííóþ îêðåñòíîñòü U ðàññìàòðèâàåì êàê òåêóùóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè X. Ïðè ýòîì, îáîçíà÷èì H = h(U).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 108/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 109/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Â òåðìèíàõ êàðò. Ïðîäîëæåíèå

Åñëè 𝜙 : M → N äèôôåðåíöèðóåìî, òî, ïîñêîëüêó g i ∈ ℱN ,
ñïðàâåäëèâî, ÷òî

𝜙*(g i ) = g i ∘ 𝜙|IIm𝜙(V ) ∈ ℱM .

Îòîáðàæåíèå 𝜙*(g i ) îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå
IIm𝜙(V ). Ïðè ýòîì, U ⊂ IIm𝜙(V ). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1∘ èç
îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðû, 𝜙*(g i )|U ∈ ℱM . Â
ñâîþ î÷åðåäü, ïî 3∘, èìååì, ÷òî îòîáðàæåíèå
[g i ∘ 𝜙|IIm𝜙(V )]|U ∘ h−1 ∈ C k(H; R).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 110/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Â òåðìèíàõ êàðò. Ïðîäîëæåíèå

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ̃︀𝜙 : H → G , îïðåäåëåííîå
êàê ([·]IIm𝜙(V ) è [·]|U ìîæíî îïóñòèòü)

̃︀𝜙 = g ∘ 𝜙 ∘ h−1,

èìååò êëàññ C k(H; G ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ∈ M íàøëè òàêóþ
îêðåñòíîñòü â Rm, ÷òî îòîáðàæåíèå ̃︀𝜙, îïðåäåëåííîå â ýòîé
îêðåñòíîñòè, èìååò êëàññ C k .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 111/154



Дифференцируемость отображений вида 𝜙 : M → N

Â òåðìèíàõ êàðò. Ïðîäîëæåíèå

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: èç òîãî, ÷òî̃︀𝜙 ∈ C k(H; G ), ìîæíî âûâåñòè, ÷òî 𝜙*(f ) ∈ ℱM . Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàðò â ñèëó
ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèå 𝜙*(ℱN) ⊂ ℱM , ãäå
ℱM , ℱN äèôôåðåíöèðóåìûå ñòðóêòóðû êëàññà C k íà
ìíîãîîáðàçèÿõ M, N, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
g ∘ 𝜙 ∘ h−1 ∈ C k(H; R), ãäå (U, h), (V , g) � ñîîòâåòñòâóþùèå
êîîðäèíàòíûå êàðòû.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 112/154



Некоторые классы отображений 𝜙 : M → N

� Ðàíãîì îòîáðàæåíèÿ 𝜙 â òî÷êå X = h−1(x1, . . . , xm)
íàçûâàåòñÿ ðàíã ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ
Jg∘𝜙∘h−1(x1, . . . , xn):

rank(𝜙)|X = rank Jg∘𝜙∘h−1(x1, . . . , xn).

� Äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå 𝜙 : M → N íàçûâàåòñÿ
ïîãðóæåíèåì (immersion), åñëè ðàíã 𝜙 ðàâåí ðàçìåðíîñòè M âî
âñåõ òî÷êàõ M. Åñëè 𝜙 : M → N � ïîãðóæåíèå, à òàêæå
ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè),
òî 𝜙 � âëîæåíèå (embedding).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 113/154



Некоторые классы отображений 𝜙 : M → N

Çàìå÷àíèÿ

� Ïîãðóæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî ëîêàëüíî, íî íå
îáÿçàòåëüíî ãëîáàëüíî.
� Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î âëîæåíèÿõ, íàçûâàåìîé
теоремой Уитни. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå 𝜙 : M → R2n+1.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 114/154



Некоторые классы отображений 𝜙 : M → N

Ïðèìåðû ïîãðóæåíèé è âëîæåíèé

Ïóñòü M � ïðÿìàÿ ëèíèÿ, N � ïëîñêîñòü, 𝜙 : M → N �
îòîáðàæåíèå. Íà ðèñóíêàõ íèæå ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.

íå ïîãðóæåíèå íå âçàèìíî âëîæåíèå
(îñòðèå) îäíîçíà÷íîå

ïîãðóæåíèå
(ñàìîïåðåñå÷åíèå)

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 115/154



Некоторые классы отображений 𝜙 : M → N

Âîëîêíà è òðàåêòîðèè

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 116/154



Касательное расслоение к многообразию

1 Тело как топологическое пространство

2 Математические основы-2

3 Тело как топологическое пространство (продолжение)

4 Элементы теории гладких многообразий

5 Отображения вида 𝜙 : M → N

6 Касательное расслоение к многообразию
Кривые
Касательное пространство
Снова круг с разрезом
Касательные векторы, как линейные функционалы
Пространство ковекторов
Группы Ли на многообразии
Производная Ли
Аффинная связность
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Кривые

Ââåäåíèå

Êðèâûå íà ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
îòðàæåíèåì ïîíÿòèÿ ìàòåðèàëüíîãî âîëîêíà â òåëå. Èõ îáðàç â
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � òðàåêòîðèè. Ïåðåéäåì ê
ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cu(M),
ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (X, 𝜙), ãäå
X ∈ M, à 𝜙 : I → M � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
èíòåðâàëà I = (−𝜀, 𝜀) ⊂ R, ïðè÷åì, 𝜙(0) = X. Êðèâîé íà
ìíîãîîáðàçèè M, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó X, áóäåì íàçûâàòü
ìíîæåñòâî 𝜙(I ).

Çàìå÷àíèå

Ñëó÷àé îòîáðàæåíèé âèäà 𝜙 : I → M, ãäå I = (a, b) è 𝜙(c) = X
äëÿ c ∈ (a, b), ñîîòâåòñòâóþùåé ðåïàðàìåòðèçàöèåé ñâîäÿòñÿ ê
ñëó÷àþ, îïèñàííîìó âûøå.
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Кривые

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Cu(M)

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå Cu(M) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:

(X, 𝜙) ∼ (X′, 𝜙′), åñëè X = X′ è Jh∘𝜙

⃒⃒⃒
t=0

= Jh∘𝜙′

⃒⃒⃒
t=0

,

ãäå (U, h) � êîîðäèíàòíàÿ êàðòà, ïîêðûâàþùàÿ X.
Åñëè (U ′, h′) äðóãàÿ êîîðäèíàòíàÿ êàðòà, ïîêðûâàþùàÿ X, òî

Jh′∘𝜙

⃒⃒⃒
t=0

= Jh′∘h−1

⃒⃒⃒
[h∘𝜙](0)

∘ Jh∘𝜙
⃒⃒⃒
t=0

,

ïîýòîìó ââåäåííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñèò îò
ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Определение касательного вектора

Ìíîæåñòâî Cu(M) ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå
ôàêòîðìíîæåñòâî ÷åðåç 𝒯 (M), à ýëåìåíò u èç 𝒯 (M) (òî åñòü
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè) áóäåì íàçûâàòü êàñàòåëüíûì âåêòîðîì.
Åñëè (X, 𝜙) ∈ u, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð u êàñàåòñÿ êðèâîé,
ïîðîæäåííîé 𝜙, â òî÷êå X.
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Касательное пространство и касательное расслоение

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝜋 : Cu(M) → M ôîðìóëîé
𝜋(X, 𝜙) = X. Ýòî îòîáðàæåíèå ïîñòîÿííî íà êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè è èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Π : 𝒯 (M) → M,
îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì: Π(u) = X, åñëè 𝜋(u) = {X} (ðèñ.
íèæå). Ìíîæåñòâî 𝒯X(M) = IImΠ({X}) áóäåì íàçûâàòü
êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå X, à
Π : 𝒯 (M) → M � êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ê ìíîãîîáðàçèþ
M.

Îòîáðàæåíèÿ 𝜋 è Π
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Касательное пространство

𝒯X(M) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå
X. Ïóñòü h = (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòíàÿ êàðòà âáëèçè X.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : 𝒯X(M) → Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà u ∈ 𝒯X(M) ïîëîæèì

h(u) = (u1, . . . , un), ãäå ui = Jh∘𝜙

⃒⃒⃒
t=0

[ei ] =
d(hi ∘ 𝜙)

dt

⃒⃒⃒
t=0

,

(X, 𝜙) ∈ u. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ h : 𝒯X(M) → Rn ñëåäóåò
èç ââåäåííîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêæå ýòî
îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
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Касательное пространство

𝒯X(M) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîêàæåì, ÷òî h(𝒯X(M)) = Rn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
(u1, . . . , un) ∈ Rn, òî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝜙(t), ïîëàãàÿ

𝜙(t) = h−1(h(X) + t(u1, . . . , un)).

Òîãäà íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèì, ÷òî
h(u) = (u1, . . . , un), ãäå u ∋ (X, 𝜙). Èòàê, h : 𝒯X(M) → Rn �
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ââåäåì íà 𝒯X(M)
структуру векторного пространства, ïîëàãàÿ

𝛼u + 𝛽v = h
−1

(𝛼h(u) + 𝛽h(v)),

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 𝛼, 𝛽 ∈ R è u, v ∈ 𝒯X(M).
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Снова круг с разрезом
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Снова круг с разрезом

Íà ðèñ. ïðèâåäåíû êðèâûå 𝛾, 𝛿, 𝜒, ëåæàùèå â êðóãå B (ñì.
ïðèìåð âûøå) è ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå X, ñîîòâåòñòâóþùåé
r = 1

2
è 𝜙 = 3𝜋

4
. Çäåñü 𝜒 � îòðåçîê ïðÿìîé 𝜙 = 3𝜋

4
, r ∈ (1

4
, 3

4
),

𝛾, 𝛿 � ÷åòâåðòè îêðóæíîñòåé. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòèõ
êðèâûõ èìåþò âèä:

𝛾 : x = r1(t) = 1

2
i cos (t + 3𝜋

4
) + 1

2
j sin (t + 3𝜋

4
), t ∈ (−𝜋

4
, 𝜋

4
);

𝛿 : x = r2(t) = [− 1√
2

+ 1

2
sin (t + 3𝜋

4
)]i + [ 1√

2
+ 1

2
cos (t + 3𝜋

4
)]j,

t ∈ (−𝜋
4
, 𝜋

4
);

𝜒 : x = r3(t) = [1
2

+ t
𝜋 ](−i 1√

2
+ j 1√

2
), t ∈ (−𝜋

4
, 𝜋

4
).
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Снова круг с разрезом

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
dr1(t)

dt

⃒⃒⃒
t=0

=
dr2(t)

dt

⃒⃒⃒
t=0

, ïîýòîìó

(X, r1) ∼ (X, r2). Ïîýòîìó ýòè äâå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ëåæàò
â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, ïàðà (X, r3)
ïðèíàäëåæèò äðóãîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìå÷àíèå

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå x i ∘ 𝜙 åñòü êîìïîçèöèÿ
îòîáðàæåíèÿ ri : (−𝜋

4
, 𝜋

4
) → B è 𝜅−1. Êàæäîå èç ýòèõ

îòîáðàæåíèé äèôôåðåíöèðóåìî, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì,
(𝜕𝜅

−1

𝜕ri
) íå çàâèñèò îò ri , ïîýòîìó ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó

ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü çíà÷åíèåì dri (t)
dt .
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Снова круг с разрезом

Ïóñòü u � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé 𝛾, à v � êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé 𝜒. Ñëåäóÿ ââåäåííûì îïðåäåëåíèÿì,
íàéäåì 𝛼u, 𝛼v, u + v, ãäå 𝛼 ∈ R. Âñå ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå ñ
ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ u, v. Èìååì:

h(u) = (1
2
, t + 3𝜋

4
)′t=0 = (0, 1);

h(v) = (1
2

+ t
𝜋 ,

3𝜋
4

)′t=0 = ( 1𝜋 , 0).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 127/154



Снова круг с разрезом

Äàëåå ïîëó÷àåì

𝛼h(u) = (0, 𝛼), 𝛼h(v) = (𝛼𝜋 , 0);

h(u) + h(v) = ( 1𝜋 , 1).

Íàì äîñòàòî÷íî çíàòü ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êëàññîâ 𝛼u,
𝛼v, u + v. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå, óïîìÿíóòîé
âûøå:

𝜙(t) = h−1(h(X) + t(u1, . . . , un)).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 128/154



Снова круг с разрезом

Ïîñêîëüêó h(X) = (1
2
, 3𝜋

4
), òî

𝛼u : r1𝛼(t) = 1

2
i cos(3𝜋

4
+ 𝛼t) + 1

2
j sin(3𝜋

4
+ 𝛼t);

𝛼v : r3𝛼(t) = (1
2

+ 𝛼t
𝜋 )(−i 1√

2
+ j 1√

2
);

u + v : r1+3(t) = (1
2

+ t
𝜋 )[i cos(3𝜋

4
+ t) + j sin(3𝜋

4
+ t)].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííûå
ñîîòíîøåíèÿ ïî t è ïîëîæèì t = 0, òî ýòî áóäåò íå ÷òî èíîå,
êàê ñîîòâåòñòâåííî, óìíîæåíèå íà ÷èñëî è ñóììà âåêòîðîâ
ñêîðîñòè (â ¾êëàññè÷åñêîì ñìûñëå¿) ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ
ri ïðè t = 0.
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Касательные векторы, как линейные функционалы

Ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè è ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ â
ñëåäóþùåé Теореме. Ïóñòü ℱU � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : M ⊃ U → R. Êàæäîìó
êàñàòåëüíîìó âåêòîðó uX íà ìíîãîîáðàçèè M ñîîòâåòñòâóåò
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

ℒuX
: ℱU → R,

äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U, ñîäåðæàùåãî X. Ýòà
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
i) ℒuX

(fg) = f (X)ℒuX
(g) + g(X)ℒuX

(f ) äëÿ âñåõ f , g ∈ ℱU ;
ii) ℒ𝛼uX+𝛽vX = 𝛼ℒuX

+ 𝛽ℒvX äëÿ âñåõ a, b ∈ R;
iii) Åñëè ℒuX

= ℒvX , òî uX = vX.
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Касательные векторы, как линейные функционалы

Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå óêàçàííîé òåîðåìû óêàçàí âèä
ôóíêöèè ℒuX

. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ℒuX
(f ) =

d(f [𝜙(t)])

dt

⃒⃒⃒
t=0

.

Ôóíêöèîíàë òàêîãî âèäà ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðîì uX.
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Касательные векторы, как линейные функционалы

Â êàðòå (U, h) îïðåäåëèì êðèâóþ 𝜙i ðàâåíñòâîì

hj(𝜙i (t)) = 𝛿ji t (j = 1, . . . , n).

Ýòîé êðèâîé â òî÷êå X = 𝜙i (0) ∈ U ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå
ïîëå uX. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ ℱU ðàññìîòðèì
ℒuX

(f ):

ℒuX
(f ) =

d(f [𝜙i (t)])

dt

⃒⃒⃒
t=0

=
d

dt

⃒⃒⃒
t=0

[(f ∘ h−1) ∘ (h ∘ 𝜙i )] =

=
𝜕fh
𝜕x j

⃒⃒⃒
(h∘𝜙i )(0)

d(hj ∘ 𝜙i )

dt

⃒⃒⃒
t=0

=
𝜕fh
𝜕x i

⃒⃒⃒
(h∘𝜙i )(0)

.
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Касательные векторы, как линейные функционалы

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ðàññìàòðèâàåìîé
êðèâîé, ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì(︂

𝜕

𝜕x i

)︂ ⃒⃒⃒
(h∘𝜙i )(0)

, ãäå

(︂
𝜕

𝜕x i

)︂ ⃒⃒⃒
(h∘𝜙i )(0)

(f ) =
𝜕fh
𝜕x i

⃒⃒⃒
(h∘𝜙i )(0)

.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî h(𝜕/𝜕x i )|(h∘𝜙i )(0) = (𝛿1i , . . . , 𝛿
n
i ),

ïîýòîìó âåêòîðû (𝜕/𝜕x i )|(h∘𝜙i )(0) îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
𝒯X(M); dim 𝒯X(M) = n.
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Пространство ковекторов

Ñîïðÿæåííîå ê 𝒯X(M) ïðîñòðàíñòâî � 𝒯 *
X (M). Ñ ôèçè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà 𝒯 *
X (ℰ) ÿâëÿþòñÿ ñèëû

(ãðàâèòàöèîííûå, ýëåêòðîìàãíèòíûå, è ò.ä.), à ýëåìåíòàìè
ïðîñòðàíñòâà 𝒯 *

X (B) � êîíôèãóðàöèîííûå ñèëû, îòâå÷àþùèå
çà äâèæåíèå äåôåêòîâ â òâåðäîì òåëå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f �
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â òî÷êå X. Îíà
ïîðîæäàåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ dfX : uX ↦→ ℒuX

(f ) èç 𝒯X(M),
ãäå

ℒuX
(f ) =

d(f [𝜙(t)])

dt

⃒⃒⃒
t=0

.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 134/154



Пространство ковекторов

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì, äëÿ ëþáîé êàðòû (U, h) äëÿ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(dx j)X

(︂(︂
𝜕

𝜕x i

)︂ ⃒⃒⃒
X

)︂
= 𝛿ji ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (dx j)|X îáðàçóþò áàçèñ 𝒯 *
X (M),

äóàëüíûé ê (𝜕/𝜕x i )|X. Ýëåìåíòû 𝒯 *
X (M) � êîâåêòîðû.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 135/154



Группы Ли на многообразии

Ñåìåéñòâî Ft : M → M äèôôåîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ
потоком íà ìíîãîîáðàçèè M, åñëè îòîáðàæåíèå

F : R×M → M

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1 îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî,

2 Ft+s = Ft ∘ Fs äëÿ âñåõ t è s,

3 îòîáðàæåíèå F0 � òîæäåñòâåííîå.

Ðàññìîòðåííîå ñåìåéñòâî {Ft} îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ∘, îíà íàçûâàåòñÿ группой Ли. Ýòî ñåìåéñòâî
ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî êðèâûõ íà
ìíîãîîáðàçèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ M
îòîáðàæåíèå t ↦→ Ft(X) ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç X.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 136/154



Группы Ли на многообразии

Äëÿ ïîòîêà {Ft} ââåäåì îòîáðàæåíèå v : X ↦→ vX, ãäå îïåðàòîð
vX îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé
äèôôåðåíöèðóåìîé íà M ôóíêöèè f èìååì

vX(f ) = lim
t→0

f (Ft(X)) − f (X)

t
.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå v îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå íà
M, íàçûâàåìîå инфинитиземальной образующей ïîòîêà
{Ft}.

Çàìå÷àíèå

Íå âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M ïîðîæäàåò ïîòîê {Ft}. Íî
ëîêàëüíî, ýòî âåðíî.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 137/154



Группы Ли на многообразии

Òåîðåìà î ëîêàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ

� Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íà M. Äëÿ ëþáîãî X ∈ M
ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U ∋ X, 𝜀 > 0 è åäèíñòâåííîå
ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé Ft : U → M,
îïðåäåëåííîå ïðè t ∈ (−𝜀, 𝜀), òàêèå, ÷òî
1) îòîáðàæåíèå F : (−𝜀, 𝜀) × U → M, ïåðåâîäÿùåå (t, X) â
Ft(X), äèôôåðåíöèðóåìî;
2) åñëè êàæäîå èç ÷èñåë |t|, |s|, |t + s| ìåíüøå 𝜀 è Y ∈ U,
Ft(Y) ∈ U, òî

Ft+s(Y) = (Ft ∘ Fs)(Y);

3) vY åñòü êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé t ↦→ Ft(Y), Y ∈ U.
� Çàìåòèì, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ëþáîå âåêòîðíîå
ïîëå ïîðîæäàåò ïîòîê.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 138/154



Производная Ли

Ââåäåì производную Ли âåêòîðíîãî ïîëÿ u ïî íàïðàâëåíèþ
âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà M. Ïóñòü {F*

t } � ñåìåéñòâî pull back'îâ
äëÿ ïîòîêà {Ft}. Òîãäà ïðîèçâîäíîé Ëè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå ℒv(u)X, òàêîå, ÷òî

F*
t (u)X = F*

0(u)X + ℒv(u)Xt + o(t),

ãäå F*
t (u)X : R ⊃ I → 𝒯 M, F*

0
(u)X = uX. Ïðè ýòîì,

ℒv(u)X = lim
t→0

F*
t (u)X − uX

t
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ëèíåéíîñòü ïðîèçâîäíîé Ëè:

ℒv(𝛼u + 𝛽w) = 𝛼ℒv(u) + 𝛽ℒv(w).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 139/154



Производная Ли

Çàìå÷àíèå

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ Ëè îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 140/154



Производная Ли

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé Ëè äëÿ ñêàëÿðíûõ
ôóíêöèé è âåêòîðíûõ ïîëåé.
1. Ôóíêöèè. Åñëè f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà M, òî
F*
t f = f ∘ Ft , è

ℒv(f )X = lim
t→0

f (Ft(X)) − f (X)

t
.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìååì

f = f (x1, . . . , xn),

F*
t f = f (F1t (x1, . . . , xn), . . . , Fn

t (x1, . . . , xn)),

ïîýòîìó

ℒv(f ) =
n∑︁

j=1

𝜕f i

𝜕x j
dFi

dt
=

n∑︁
j=1

v i
𝜕f i

𝜕x j
.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 141/154



Производная Ли

Òàêèì îáðàçîì, åñëè v =
n∑︀

j=1

v i (𝜕/𝜕x i ), òî

ℒv(f ) = v(f ).

2. Âåêòîðíûå ïîëÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé Ëè:

ℒv(u) =
n∑︁

i=1

n∑︁
j=1

(︂
v i
𝜕uj

𝜕x j
− ui

𝜕v j

𝜕x j

)︂
𝜕

𝜕x j
= v ∘ u− u ∘ v = [v, u],

ãäå [v, u] = v ∘ u− u ∘ v � êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé,
íàçûâàåìûé скобкой Ли.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 142/154



Производная Ли

Ñêîáêà Ëè

Ñâîéñòâà ñêîáêè Ëè:
i) ñêîáêè Ëè [u, v] ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì,
ii) [u, v] = −[v, u] (àíòèêîììóòàòèâíîñòü),
iii) [u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0 (тождество Якоби).

Çàìå÷àíèå

� Àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, â êîòîðîé âûïîëíåíî
òîæäåñòâî ßêîáè, íàçûâàåòñÿ алгеброй Ли.
� Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ìíîãîîáðàçèè åñòü àëãåáðà Ëè, åñëè â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ
âçÿòü ñêîáêó Ëè.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 143/154



Интерпретация скобок Ли

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ uX ∘ vX è vX ∘ uX, ïåðâàÿ
èç êîòîðûõ òðàêòóåòñÿ êàê ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå âåêòîðà
uX âäîëü âåêòîðà vX, à âòîðàÿ � íàîáîðîò. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ. íèæå. Çàìêí¼òñÿ ëè
ïàðàëëåëîãðàìì? Â îáùåì ñëó÷àå � íåò. Ìåðîé íåçàìêíóòîñòè
ÿâëÿþòñÿ ñêîáêè Ëè [uX, vX] = uX ∘ vX − vX ∘ uX.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 144/154



Интерпретация скобок Ли

Âòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñêîáîê Ëè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ëþáîå ïîëå áàçèñîâ e𝛽 êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒯X(M)
ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó 𝜕𝜈 : e𝛽 = e𝜈𝛽𝜕𝜈 . Äëÿ ïîëÿ e𝛽 ìîæåò

íå ñóùåñòâîâàòü ñèñòåìû êîîðäèíàò x𝛽(𝜉𝜈), òàêîé, ÷òî
e𝜈𝛽 = 𝜕𝛽x

𝜈 . Â òàêîì ñëó÷àå, ïîëå áàçèñîâ e𝛽 íàçûâàåòñÿ
íåãîëîíîìíûì. ñêîáêè Ëè, âû÷èñëåííûå äëÿ ýëåìåíòîâ
ãîëîíîìíîãî, â ÷àñòíîñòè, íàòóðàëüíîãî áàçèñà, äàþò íóëåâîé
âåêòîð, â òî âðåìÿ êàê â îáùåì ñëó÷àå [ei , ej ] = wij ̸= 0.
Êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé wij = ckij ek íàçûâàþòñÿ
ñòðóêòóðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëÿ ðåïåðîâ ek è ñ
ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ õàðàêòåðèçóþò åãî
íåãîëîíîìíîñòü.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 145/154



Производная Ли

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè: ïîëÿðíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò (r , 𝜙) ñ ëîêàëüíûì áàçèñîì {er , e𝜙} è
äåêàðòîâó ñ áàçèñîì {i, j}. ×òî áóäåò, åñëè ìû â êà÷åñòâå
áàçèñà íà ïëîñêîñòè âîçüìåì {er , i}? Âû÷èñëèì [er , i]:

[er , i] = −i𝜕x cos𝜙− j𝜕x sin𝜙 = −𝜕xer .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 146/154



Аффинная связность

Ìîòèâèðîâêà

Íà ìíîãîîáðàçèÿõ íåò ¾åñòåñòâåííûõ¿ ïðàâèë ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà. Ïðàâèëà ïåðåíîñà ðàâíîïðàâíû ìåæäó ñîáîé. Îíè
ââîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà âäîëü êîíòóðà íà ñôåðå

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 147/154



Аффинная связность

Îïðåäåëåíèå àôôèííîé ñâÿçíîñòè

Аффинной связностью Γ (äðóãîå îáîçíà÷åíèå � ∇)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

Γ : 𝒯XB× 𝒯XB → 𝒯XB,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (u, v) ∈ 𝒯XB× 𝒯XB
âåêòîðíîå ïîëå Γuv, íàçûâàåìîå ковариантной производной
âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïî íàïðàâëåíèþ u. Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: ∀f , g ∈ Cn(B),

1∘ Γu+v(w) = Γuw + Γvw,

2∘ Γgu(w) = gΓuw,

3∘ Γu(v + w) = Γuv + Γuw,

4∘ Γu(f v) = f Γuv + (u(f ))v.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 148/154



Аффинная связность

Âû÷èñëåíèÿ â êàðòå. Îáùèé ñëó÷àé

Â áàçèñå {𝜕i} îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γk
ij

ñîîòíîøåíèÿìè:
Γ𝜕j𝜕i = Γk

ij𝜕k ,

òîãäà äëÿ ïîëåé u = ui𝜕i , v = v j𝜕j èìååì ñëåäóþùåå
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé Γuv:

Γuv = Γui𝜕i (v
j𝜕j) = ui (𝜕iv

j + vkΓj
ik)𝜕j .

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñêîáîê Ëè [u, v] âåêòîðíûõ
ïîëåé u, v èìååò âèä:

[u, v] = ui𝜕i (v
j𝜕j) − v j𝜕j(u

i𝜕i ) = (ui𝜕iv
j − v i𝜕iu

j)𝜕j .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 149/154



Аффинная связность

Âû÷èñëåíèÿ â êàðòå. Ñëó÷àé âëîæåíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ â ℰ , îïðåäåëÿåìîå
âåêòîðîì ìåñò x, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå, íàïèñàííûå âûøå ôîðìóëû ïðèìóò
âèä:

Γejei = 𝜕jei = Γk
ijek ,

Γuv = ui (𝜕iv
j + vkΓj

ik)ej ,

[u, v] = (ui𝜕iv
j − v i𝜕iu

j)ej ,

ãäå ei = 𝜕ix � ëîêàëüíûé áàçèñ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 150/154



Аффинная связность

Âû÷èñëåíèå ñâÿçíîñòè

Ïóñòü íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíû áàçèñ {i, j} è
ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíîñòè Γii, Γij, Γji, Γjj. Âû÷èñëèì
ñâÿçíîñòè Γeiej , i , j = 1, 2, ãäå

ek = ak1i + bk2j, k = 1, 2.

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî i, j äåéñòâóþò íà ïðîèçâîëüíóþ
ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i(f ) = 𝜕1f , j(f ) = 𝜕2f ,

ãäå 𝜕1, 𝜕2 � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì,
ñîîòâåòñòâóþùèì i, j.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 151/154



Аффинная связность

Âû÷èñëåíèå ñâÿçíîñòè (ïðîäîëæåíèå)

Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñâÿçíîñòè, èìååì:

Γepeq = Γap1i+bp2j(aq1i + bq2j) =

= ap1Γi(aq1i) + ap1Γi(bq2j) + bp2Γj(aq1i) + bp2Γj(bq2j) =

= (ap1𝜕1aq1 + bp2𝜕2aq1)i + (ap1𝜕1bq2 + bp2𝜕2bq2)j+

+ ap1aq1Γii + ap1bq2Γij + bp2aq1Γji + bp2bq2Γjj,

p, q = 1, 2. Â ñëó÷àå, êîãäà Γii = Γij = Γji = Γjj = 0 (åâêëèäîâà
ñâÿçíîñòü), ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä:

Γepeq = (ap1𝜕1aq1 + bp2𝜕2aq1)i + (ap1𝜕1bq2 + bp2𝜕2bq2)j.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 152/154



Аффинная связность

Êðèâèçíà è êðó÷åíèå

Кручение àôôèííîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

T (u, v) = Γuv − Γvu− [u, v].

Кривизна ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåíçîðà êðèâèçíû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
(u, v, w � âåêòîðû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà)

K (u, v)w = ΓuΓvw − ΓvΓuw − Γ[u, v]w.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû îïðåäåëÿåò
íåêîììóòàòèâíîñòü êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 153/154



Аффинная связность

Çàìå÷àíèå

Êðèâèçíà è êðó÷åíèå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë. Ðàññìîòðèì â
ïðîèçâîëüíîé êàðòå çàìêíóòûé êîíòóð è çàäàííîå íà í¼ì
âåêòîðíîå ïîëå. Áóäåì ýòî ïîëå ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíî
ñàìîìó ñåáå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, òî êðèâèçíà è
êðó÷åíèå ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñëå îáõîäà êîíòóðà
âåêòîð ñîâïàä¼ò ñ ñàìèì ñîáîé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðèìàíîâî,
òî â í¼ì îòëè÷íà îò íóëÿ êðèâèçíà. Â ýòîì ñëó÷àå, âåêòîð,
ïðèøåäøèé â èñõîäíóþ òî÷êó, áóäåò ïîâ¼ðíóò îòíîñèòåëüíî
ñâîåãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.
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